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Dans cette dénxiême édition, comme tkuw la preimère, 
on donne le texte des LeçonK de M. ^iaviei". confocrae 
à celui des femfles, lithographies diijtrr^uées aux élèves 
de l-Ecole pôlytéchnique.. Il n'çtpparienait pas à l'Edi- 
teur d'y rleu changer. Cefiendant /juelqùcs alii^'liora- 
tiqnâ oi^t iotroduUes. rhi avait 4iyà profité, dans 
la première éclition, des cojn'ctioDfi laissées par l'au- 
teur dans ses papiers. Cette fois on a conféré les 
rédaotions successives iOu'il avait faites d'année en 
année; ^t quand élleîî se sont trouvées différentes, 
on a choisi^ ceDe quon a crue la meiUeui«a, fût-elle 
plus ancienne; Ou a été '.ainsi conduit à des change* 
raents de détail qui ne sont pàs s^s unjwtance. 

Les Notes que M. J. Liouville avait ajoutées à la 
premiLi c édition se retrouvent id, corrigées er augmen- 
tées. Les Notes I, IV, Vlll, IX sont ^louvelles. 

Les épif'uves ont été revués avec soin par M. Ernest 
Lîôuville, sous la ilirectlon de son père. 
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{. L*analyse algébrique considère les relations qui existent 
entre des quantités conmuê et des quantités inconnuu^ rela- 
tions qui sont exprimées par des équations. Elle a pour ob- 
jet principal de trouver les valeurs déterminées des inoonnaes 
qui satisfont à des équations données. En général, chaque 
inconnue prend une valeur uniciue lorsque les équations sont 
du premier degré, ou plusieurs valeurs différentes lorsque 
les équations sont d'un degré plus élevé : mais ces valeurs 
sont toujours des quantités déterminées réelles ou imagi* 
naiies. 

L'analyse différentielle et intégrale, et toutes les parties 
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des mathématiques qui en dépendent, considèrent les rela- 
tions qui existent entre les quantités constantes (c est -à-dire 
qui conservent toujours une même valeur) et les quantités 
wrîa6/e9. Ces relations sont toiûo*m exprimées ou censées 
ex|HÎmées par des équations. Mais le nombre des quantités 
appelées variables étant plus grand que celui des équations y 
ces quantités peuvent prendre une infinité de valeurs diffé- 
rentes , qui sont seulement assiiyetties à satisfaire aux équa- 
tions données. 

3. Admettons que la question dont on s'occupe comporte 
n équations» et qu'il y ait un nombre m de variables plus 
grand que n. Gomme n équations ne peuvent déterminer que 

n inconnues, il y aura m — n variables dont les valeurs de- 
meureront arbitraires. Mais quand on aura fixé ces valeurs 
à volonté, celles des n autres variables se trouveront entière- 
ment déterminées. C'est ce qu'on exprime en disant que ces 
dernières variables sont foncHom des premières. En géné- 
ral , on distingue dans chaque question : V lei variabUi 
dépendantes auxquelles on peut attribuer dos valeurs quel- 
conques i les variables dont les valeurs sont déterminées 
quand on s'est donné celles des premières, et qui en sont 
des fonctions. On peut choisir à volonté celles des variables 
qui seront indépendantes; mais les formes du calcul exigent 
que ce cboix étant fait, rien ne soit diangé à cet égard dans 
le cours de l'opération ; on du moins un tel c lian^iemcnt 
exigerait des précautious et des tianslormations particulières. 

Pour fixer les idées, considérons deux variables y, 
entre lesquelles il existe une seule équation. La valeur de 
l'une de ces variables, de x par exemple, peut être prise 
'arbitrairement; mais à cette valeur arbitraire correspondra 
toujours une valeur déterminée pour y. Ainsi x sera la va- 
riable indépendante y et y une fonction de œ. 
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Si Ton avait tiol« variables c » y, s i el une aeole équation 
entre oes variables» on pourrait regarder œ eiy comme in- 
dépendantes , et z serait fonction de x et y. Mais s'il existait 
deux équations entre x,y eijs, la seule variable x serait in- 
dépendante , et les variables y et « seraient chacune fonction 
de jp. 

Ces notions s'étendront fodlenumt aux cas où Ton aurait 
un plus grand nombre de variables et d'équations. 

3. On exprime qu'une quantité y est fonction d'une autre 
quantité x (c'est-à-dire que y doit prendre une valeur dé- 
terminée quand ou donne à x une valeur arbitraire) en écri- 
vant 

y^fiip) ou y = , eU}« 
iionque X est fonction d^ deux variables x, y, on écrit 

^ = f{^fy) ou 2=F(a;,yj; 

et ainsi de suite. 

Una «i^vassion analytique formée d'une manière quel- 
«onqna des variaUissp, y, m, eld'anties quantités oonstantes, 
#ttxprim«in done par F(x, y, x), en sorte quHme équation 
quelconque entre les variables x , y> x est représentée par 

'" '"•>./ 
■i tv*-;"*' ^» ; F (s 9 y, 2) =3 a. 

Bi «Éti équatiop asijésolna par rapport à a , elle prendra 

iaipme«^f(ai,:fV 
i liili li lÉlallun tliiiméa . 

admettons que Ton attribue à la variable indépendante x 



toutes les valeurs possibles depuis — œ jusqu'à « , et 
considérons les valeurs correspondantes (jue [jrcndi a la fonc- 
tion Sf. La géométrie donne le moyen de se représenter &ci- 
lement la auocession de ces valeurs. On peut prendre x pour 
une abscisse comptée à partir d*une origine fixe sur un cer- 
tain axe , et y pour l'ordonnée correspondante comptée sur 
un axe perpendiculaire au premier, l^s valeurs de y corres- 
pondantes à celles de x dans l'équation donnée y=.f{x) 
appartiendront à une ligne MN {/ig. I) , dont la figure indi- 
quera la mardie des valeurs dont il s'agit n est nécessaire 
d'avoir toujours présent à l'esprit , non pas telle valeur par- 
ticulière de X et la valeur correspondante de y , mais l'en- 
semble des valeurs correspondantes de ces deux variables. 

5. Parmi les propriétés que peut offrir la fonction 
ffzsf(x)f ou la ligne qui représente cette fonction ^ la plus 
remarquable, celle qui est l'objet principal du calcul diffé- 
rentiel, et dont la considération se reproduit constamment 
dans toutes les applications de ce calcul à la physique et aux 
arts , est le degré de rapidité avec lequel la fonction varie 
lorsque la variable indépendante x vient à varier. Ce degré 
do rapidité de raocroissement de la fonction , quand on fitut 
croître la variable, peut différer^ non-seulement d'une Ibno- 
tion à une autre, mais encore pour la même fonction, sui- 
vant la valeur attribuée à la variable . à partir de laquelle on 
suppose que Taccroissement de cette variable a lieu. Pour 
nous former des notions précises sur ce point, attribuons à 
œ une valeur déterminée représentée par OP, à laquelle 
eonespondra .une valeur également déterminée ffssf{x)y 
représentée par fifP. Supposons ensuite que x augmente à 
partir de cette valeur d'une quantité quelconque que nous 
désignerons par , et qui sera représentée par PQ. La fonc- 
tion y variera en conséquence d'une certaine quantité, 
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que nous désignerons également par â^y, en sorte que l'on 



oa 

La nouvelle valeur affectée par la fonction y est représentée 
dans Ufigiire {Mur et représente Ay ou la variation 

subie par cette fonction. Le rapport de l'accroissement de 
kion à oehii de la variable , dont l'expreBoon est 

est représenté par la tangente trigonométrîque de Tangle 
NMK formé par la sécante MiN avec l'axe des x. 

Av 

6. n est visible qae le rapport ^ est Fexpression natu- 
relle de la propriété dont nons avons parlé» c'est-àrdire du 
degré de rapidité avec lequel la fonction y croit quand on 
fiût croître la variable indépendante x : car plus la valeur de 

ce rapport sera {^'rande , plus l'accroissement de la fonction 
sera considt'rahlo quand on fera croître la variable de la 
quantité donnée àx. Mais il est bien important de remarquer 

Av 

que la valeur de ^ (à l'exception du seul cas où la ligne 

MN serait une ligne droite) dépendra non-seulement de la 
valeur attribuée à x , c'est-à-dire du point M od Ton s'est 

plac*' sur la courbe, mais encore de la ^Maiidrnr absolue 
attribuée à l'accroissement ^x. Si nous laissions cet accrois- 
sement arbitraire ^ nous serions dans l'impossibilité d'assi- 
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gner au rapport ^ dont il s'agit aucune valeur précise, et 

îl est absolument nécessaire d'adopter une oonvention qui 
fiisse disparaître à cet égard toute indécision. 
Supposons qu'après avoir donné à A« une valeur quel-» 

conque, à laquelle répondra une certaine valeur pour Ay et 
une certaine direction de la sécante MN , on diminue pro- 
gressivement la valeur de ^ en sorte que cet aocroisse- 
mtont finisse par devenir égal à séro« L'aoeroissément ooN 
lespondant ày variera en conséquence y et tendra également 
en général à devenir égal à zéro. Le point N tendra à se 
confondre avec le point M , et la sécante MN à coïncider 
avec la tangente MX menée à la courbe au point M- Quant 

au rapport -r-^ des deux accroissements, il s'approchera éga- 

ASC 

lement d'une certaine limite , qui est représentée par la tan- 
gente trigonométrique de Tangle TMR formé par la tangente 
BIT avec l'axe des abscisses. 

Si la variation àx était négative et diminuait l'abscisse x 
au lieu de Taugmenter, on pourrait Aiire les mêmes remai^ 
ques. A mesure que la valeur absolue de cette variation serait 
supposée plus petite et s'approebant davantage de Eéro, la 

variation correspondante Ay de l'ordonnée approcherait éga- 
lement de zéro. La sécante menée par les deux points de la 
courbe correspondants aux abscisses x + àdc eiûD tendrait de 
plus en plus à se confondre avec la tangente menée au point 
M correspondant à l'abscisse x. Enfin la Valeur de rapport 

^ des deux variations s'approcherait indéfiniment de la li- 
mite dont on a parlé ci -dessus, c'est-à-dire de la tangente 
trigonométrique de l'angle compris entre la tangente de la 
coitfbe et Taxe des abscisses. 
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7. On voit que lorsque Paocroissement Ad? , et par consé- 
quent raccroissement correspondant ^y^ diniinueat progres- 
sivement et tendent à devrâlr égaux à léro^ le rapport ^ 
de ces accroissements s'approche en général d'une limite dont 

la valeur est iinie et déterminée. Or la valeur du rapport ^ 

correspondante à cette limite doit être considérée comme 

donnant la mesure véritable et précise de la propriété dont 
il a été question ir 5, c'e.>t-à-(lirL' de la rapidité avec laquelle 
la fonction varie quand on fait croître la variable indépen- 
dante : car il ne reste dans l'expression de cette valeur rien 
d'arbitraire I elle ne dépend plue des valeurs alMolues des 
deux accroissements àx et Ay, ni de la figure de la courbe à 
une certaine distance finie de part et d'autre du point M. Elle 
dépend seulement de la direction de la courbe en ce point , 
c'est-à-dire de i inclinaison de la tangente sur l'axe des ab- 
scisses. Le rapport y ainsi déterminé, exprime ce que Mew- 
ton nommait la /limon de Tordonnée. Quant à la manière 
d'en trouver dans chaque cas particulier la valeur^ il east vi» 
sible qu'il luffit de considérer l'expression générale 



Ax ÙJB • 

et de vohr quelle est la limite dont cette expression s'approche, 

à mesure que Ax prend des valeurs do plus en plus pet îles 
et tend à devenir égale à zéro. Cette limite sera une certaine 
fonction de la variable indépendante dont la nature dé- 
pend de celle de la fonction donnée 

6. n est nécessawe de distinguer le cas où l'on regarde 

ainsi Taccroissemeut àx de ia variable indépendante comme 
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s'approchant indéfiniment de zéro , on ayant une valeur in- 
dcterminéo plus petite que tout noml)re donné. Cet accrois- 
sement est dit alors infiniment petit. L'accroissement corres- 
pondant Ay a aussi alors en général une valeur plus petite 
que tout nombre donné, ou infiniment petite, dont le rap- 
port avec Aj? est déterminé. Ce rapport doit être regardé 
comme s'approchant indéfiniment de la limite dont il a été 
question ci -dessus, ou différant de cette limite d'une quan- 
tité moindre que tout nombre donné. 

La considération de la limite dont il s'agit étant très-im- 
portante , les géomètres lui ont affecté des dénominations et 
des signes particuliers. Les variations \x et Ay sont appelées 
en général les différences de la variable x et de la fonction y, 
parce qu'on considère Aa* comme la différence de deux va- 
leurs cx)nsécutives de a: , et Ay comme la différence des deux 
valeurs correspondantes de y. Mais si Lx et Ay sont suppo- 
sées infiniment petites, ces différences sont alors appelées les 
différentielles des variables ar et y ; et pour distinguer ce cas 
on emploie la caractéristique d à la place de A , en écrivant 

Ay 

dx et dy. La limite vers laquelle tend le rapport ~ , à me- 
sure que Ar diffère de moins en moins de zéro , est exprimée 
par La fonction de x qui donne la valeur de la limite ^ 

est appelée coefficient différentiel ^ ou, d'après Lagrange , 
fonction dérivée , parce qu'elle dérive de la fonction primitive 
f{x), et peut se déduire de cette fonction par des opérations 
déterminées. 

En considérant sous ce dernier point de vue la limite dont 
il s'agit, Lngrange représente la fonction dérivée de y ou f (x) 
part/' ou par f (x), notations qui sont fréquemment employées 
par les géomètres. 
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. 9. Remarquons que la distance NR, qui représente la dif- 
férence Ay , est composée de deux parties TR et NT, qui toutes 
deux tendent à devenir nulles quand ^ approche d*étre égal 
à zéro. Gomme Tangle TNR apour tangente trigonométrique 

lalimitede ou on aTR = ^ 4r. Ouant à la ligne 

NT , puisqu'elle devient nulle en même temps que , on 
peut la représenter en général par mAj?, «> désignant une 
fonction de et Ax. Noos écrirons donc également 

^l'=(^ + «)^. ou ^ = J^+«. 

Tant que les accroissements Ax et Ay conserveront des va- 
leurs subsistantes , aussi petites qu'on le voudra , la quan- 
tité w conservera ello-mrmc une valeur semî)l:iî)le ; mais si 
i uu pose Aj;=0, on aura to = o, puisque, dans cette hy- 
pothèse , le rapport £| devient égal à 

Si donc on veut indiquer que Ton considère, non pas la 
valeur véritable du rappoH ^| , mais la limite vers laquelle 

tend cette valeur lorsque A.r et ^y tendent à devenir égaux à 
zéro , ce que Ton fait , comme on l'a dit ci«dessus, eh rem- 
plaçant Ax par </a; et Ay par y , il ûkudra supposer w nulle , 

et écrire.simplement dy=^dx. C'est ce qu'on exprime en 

disant que la différentielle de la fonction y est égale au pro- 
duit de la différentielle dx de la variable indépendante par la 

!• Av 

dx ^'^PP^^^ ^ différences correspondantes des 

deux variables ; et c'est par cette raison que cette limite ^ 
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eit nommée eoe$cimU difirtntkU Le principe dont il s'agit 
est mis en évidenoe par la nature de la notation que nous 

présentons ici et que les géomètres ont généralement adoptée 
d'après Leibnitz. 

iO. Kn résmnant les notions précédentes et considérant 
une fonction quelconque y d'une seule variable indépen- 
dante X , on doit se représenter la variable x comme crois- 
sant progressivement depuis — oo jusqu'à +^ > et prenant 
succt'ssiveniont des valeurs dont chacune surpasse la précé- 
dente de la quantité <ia? supposée infiniment petite^ c'est-à-dire 
plus petite que toute grandeur donnée. Cette quantité dx, 
exprimant la différence de deux valeurs consécutives de x , 
peut être supposée à volonté constante ou variable dans toute 
l'étendue de la série. Mais <|uand il s'agit d'une variable indé- 
pendante, il est plus simple , et dans l'esprit du calcul diffé- 
rentiel^ de supposer la difTerentielle dx constante. Â me- 
sure que Ton passe ainsi d'une valeur a de à une autre 
valeur. A , par un nombre infini de termes intermédiaires 
séparés par l'intmalle constant dx, on passe également 
de la valeur 6 de la fonction y , correspondante à la va- 
leur a de à la valeur H correspondante à la valeur A. 
Chaque fois que x croit de la diiférentielle dx,}f varie de la 
diffiârentieUe correspondante dy , qui peut être positive ou né- 
gative. Nous regardons la différentielle dx^ qui est arbitraire, 
comme constante y et nous lui attribuons toiyours la même va- 
leur, quelle que soit x. Mais X et <i£ étant données , dy dé» 
pendra de la nature de la fonction. On reconnaîtra cette der- 
nière différentielle quand on aura déterminé, en fonction de 

dy Ay 
la vaiiiible x, l'expression de la limite ^ du rapport 

du dy 
puisque l'on a toujours djf=^^dx. Cette limite ^exprime 
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et mesure la rapidité avec laquelle la valeur dd la lonotion va- 
rie dans les diverses parties de son courSi è mesure que la va- 
riable varie elkHnème. 

11. Nous n'ajouterons ici <|n*une remarque dont révidenee 
est bien frappante. C'est que les différentieltes indiquées ci- 
dessus par dx et dy représentent toujours (l»'s quantités de 
même nature que les quantités représentées par les variables 

et y. Ainsi dans la géométrie, lorsque x représente une 
ligne, uneaiie^ un volume, la différentielle représente elle- 
même une ligne , une aire ou un volume. Les diffiârentieUes 
sont des quantités censées plus petites que toute grandeur 
donnée ; mais cette hypothèse n'altère point la nature de ces 
quantités : dx et dy sont toujours liomofiènes avec jr et y , 
c'est-à-dire présentent toujours le même nombre de dimen- 
sions de l'unité au moyen de laquelle les valeun de ces varia» 
bles sont exprimées* 

II. aorfiaurrunoif ras fOHcnoro siunss a'om 

SIM VABIABIX. 

12. Diffèrmtkr une fonction, que nous désignons toiyours 
par 

c'est eberoher l'expression de sa différentielle dy, ou de la va- 

riation infiniment petite que subira y lorsque la variable in- 
dépendante X croîtra de sa différentielle dx. D'après ce qui 
a été dit dans l'article précédent, cette recbercbe se réduit à 
considérer le rapport ' 



et à détermioer la limite dont la valeur de ce rapport 

s'approche indéfiniment à iiicsupe que ^x appioclui de de- 
venir é<rale à zéro. On aura en effet pour la différentielle 
cherchée 

Or il existe dans l'analyse un petit nombre de fonctions sim- 
ples on élémentaires pour lesquelles Texpression de la limite 
dont il s'agit etige ime rechercbe spéciale. Quand on l'aora 
effectuée pour ces fonctions , une fonction quelconque^ qui 

sera toujours composée des premières, ne présentera plus de 
difficultés. 

i 3. Ces fonctions simples sont : l"* la fonction x"*, c'est-à- 
dire la variable élevée à une puissance marquée par l'expo- 
sant m, lequel peut être un nombre constant quelconque^ entier 
ou fractionnaire, positif ou négatif. 

2« La fonction logarithmique , 0!i \og.x. On sait que l'on 
entend parlog.^: l'exposant de la puissance à la(}ui lle on 
doit élever un certain nombre constant, appelé la base du 
système , pour obtenir le nombre x ; en sorte que a désignant 
cette base, on a a***'-* = ». Par conséquent, en donnant la 
fonction 1oc:.t, il faut toujours donner la base a du système 
auquel appartient le logarithme. 

3* La fonction exponentielle a', dans laquelle la variable 
est l'exposant de la puissance à laquelle un nombre constant 

doit ^tre élevé. 

A" Les fonctions trigonométriques sin.j^ et cos.x, dans 
lesquelles x désigne un arc quelconque compté d'une origine 
fixe sur la circonférence d'un cercle dont le rayon est égal à 
l'unité. 
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Nous allons considérer successivement ces diverses louc- 

tiODS. 

i* FobcUmi ir = x** , an é«tlfiuuil unt coiuuuitc. 

• 

iA. Lp cas le plus simple est celui oii l'exposant m est un 
nombre entier positif. Il est très- facile alors de trouver la 
différentielle de ia fonction y. La fonnule générale, lappe- 
léen* 42, donne ' 

ou en développant le terme (x -f ^^)'" P^r la formule du W- 
nôme de Newton , qui est démontrée dans les éléments d'al- 
gèbre pour le cas de l'exposant m entier et positif, 

Or, quand àx tenc^à devenir nulle, tous les termes du second 
membre tendent également à devenir nuls, à l'exception du 

Ay 

premier. La limite du rapport.^, c'est-à-dire le coefficient 

différentiel ou lu fonction dérivée de x*", est donc 




et Ton a par conséquent » pour la différentielle de cette fonc- 
tbn, 

dy = nui^* • dx. 
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15. Cette formule donne également l'expression de la dif- 
férentieUe demandée, quelle que soit la constante «i. Pour le 

démontrer, observons que Ton a (x + Aa?)* = ^1 + ~j . a?"*, 
d'où«il suit que la quantité ^ peut être niise sous la forme 



m 

Soit 6it pour abréger :s «• On voit qu'il s'agit de <rou?er 

la limite dont s'approdie indéfiniment le rapport ^ — 

lorsque la quantité ot tend à devenir égale à zéro. Ov, a étant 
supposée infiniment petite , on peut écrire évidemment 



6 étant également une quantité infiniment petite qui devien- 
drait nulle en même temps que «. L'expression précédente de 

^ devient alors 

ÙJC a 



6 



en sorte que tout se réduit à trouver la limite du rapport -* 
16. Pour y parvenir, considérons Tcxpression 
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«I proposons-nous de trouver la limite vers laquelle tend sa 
?aloiir lorsque a tend à devenir égale à zéro : a étant regar- 
dée comme pouvant prendre une valeur quelQonque, pourvu 
<|u'eUe soit plus petite que toute grandeur donnée , on peut 

écrire « = 4 , en désignant par i un nombre entier plus grand 

ijue tout nombre donné. L'expression dont il s'agit devient 
•loft 

0l en la développant par la règle du InnAme, on a 
on, ce qui est la même diose y 

Mais quand on suppose que i augmente indéfiniment, les 

numérateurs de chacun des termes de ce développement ten- 
dent tous à devenir égaux a l'unité. D'où l'on conclut que la 
limite dont s'approche indéhniment l'expression proposée 

(4 -f a)'', lorsque a tend à devenir nulle, est exprimée par 
la série 
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Celte série est évidemment convergente , c'est-à-dire qu'en 
prenant un nombre do termes de plus en plus grand , les 
résultats approcheront continuellement d'un certain nombre 
irrationnel qui ne sera pas dépassé. Kn effet , tous les termes 
étant positifs , leur somme augmente progressivement à me- 
sure que l'on en piei)(i un plus grand nombre, et l'on 
distingue facilement deux limites entre lesquelles cette 
somme est comprise. Sa valeur est plus grande que 2, et 
plus petite que 2 augmenté de la progression géométrique 

1 1 i i 

2-|-j-f-g-f|g+ etc. La somme de cette dernière pro- 

gression étant égale à Tunité quand on la suppose prolongée 
à l'infini , on voit que la valeur de la série est comprise entre 

2 et 3. Le calcul en est facile , et en se bornant à six déci- 
males on trouve 



Ce nombre étant d'un grand usage dans l'analyse , les géo- 
mètres le représentent par la lettre e. 

n résulte donc de ce qui précède que l'expression (1 + a)^ 
a pour limite, lorsque a tend à devenir égale à zéro, un cer- 
tain nombre représenté par e , dont l'expression est 



et l'on peut remarquer que celte proposition subsiste égale- 
ment lorsque « est négative. Car on peut écrire 



, 1 
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(Niigiiiiii aD0 i|mnne uiiiiiiiieiiip6Cti8 ifoi Qsvim nmiooii 

même temps que a -, d'où l'on tire 

« 

- i i 
■ = (l+t)*(l+«): 

la limite du second membre étant le nombre ce nombre est 
également la limite du premier membre. 

17. Gela poaé, menons à l'équation éeiHe n» 15 

En prenant (jes deux parts, dans un système quelconque, le 
logarithme, il viendra 

«•10Kl+a) = log.(l+6), «Tttù J-°|^j=m. 

« 

Mais en supposant a et C infiniment petits, on a à la limite 

t I 

et par conséquent 

itog.(i+«)=log.e. I log:(l+e)=ieg.e, ^où J^^[J±-^j = ?. 



Doue 



- = m. 



Ainsi Ton trouve en généial pour le coefficiest difiiârentie 

dy 

^ L'expression 



t 

• 



r* ANM^E. 
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qui avait été obtenue dans le 14 pour le cas de l'exposant 
m entier et positif^ et d'où l'on oondut 

18. Nous reiiiarquerons deux cas particuliers, qui se pré- 
sentent fréquemment et que roQ doit avoir présents à la mè- 

{. 

moire. 1* Lorsque m := ^ , la formule précédente donne 
2" Lorsque m = — 1^ elle donne 



IflgUtlIUHlilM y = Mff.«. 

18. La formule générale du n° 12 donne 



Ay _ log. A.r) — iQg. _ 

Si"" Ax 1er 

Mais d'après ce qu'on a vu n"* 16, on lorsque Az devient 

extrêmement petit, log. U + "J" ) ~ "Jj^ log «« 
Donc 

^=^log.c, et dy = ^log.«. 

30. Le logarithme est supposé pris dans un système quel- 
conque ; si on le prend dans le système dont la base est le 
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nombre e, iog. e = 1, et Ton a simplement 

. . iiX 

Ce dernier système est celui des logaritlmies appelés oo Ay- 

perholiques, ou népériens, du nom de Neper, inventeur des 
logarithmes, et qui sont i^énéralenient employés dans l'ana- 
lyse. Nous les désignerons simplement par la caractéristique 
I, afm de les distinguer des logarithmes dans un système 
quelconque qui seront désignés par la earadéristique log. 
Ainsi on aura 

d. log.aî _ log^ d.fx _ 1 

dx X dx X 



21. Nous avons ici^ d'après la formule du n^ 12^ 

Ay _ flH-Aj — fl« — 1 ^ 

Soit fjsit ^ ss «; nous pourram éorire 

a* =1+6, 

€ étant con8idéré> aussi bien que comme une quantité qui 
peut approcher indéfiniment de zéro. Donc 

et il s'agit de connaître la limite vers laquelle tend le rap- 
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port ^ lorsque a et 6 tendent à devenir nulles. Prenant des deux 

parte, dans un système quelconque, les logarithmes dans 
l'équation 

on a 

«10g.fl=slog.(l+6), 

«tperoonséquent 

Or, d'après le 17, la limite de "^^^ est log.f. 

Doiic à la limite 



6 _ log.a 
« ~~ log.e • 



d'où Ton conclut 



^^'^.o-, et 4fl. = 'i^.«^ 

«te log.e log.e 

21 Si les logarithmes 5ont hyperiiioliques ou népériens, 
log.« = I, et Ton a simplement 

Donc lorsque U constante a = e ( t oyei ci-dessns n« 16) , 

La fonction se reproduit par dilférentiation , le coefii- 
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dent dWSreiitiel ou la foncUon dérivée De diflénuii poiot de 

la fonction elle-même. 

Au reste on verra, n* 35, que la diilërentiene de a- peol 
sedéduue munédiatemeotdeoelledelag.*. 



33. £a posant ' 

y = 810.0; 

nous aurons 

lorsque approche indéfiniment de zéro , te rapport de 
sm. i Lx à l'arc i Lx tend ven l'unité , qui est sa limite : la 
Knaîle de ^ est donc 

du 

d'où l'on condut que 

A8ln.«soo8.s^dap. 
De même en posant 

y^oM,», 



on a 



Digitized by Go ^^,1 



— îi — 

dont lu limite est 

Ainsi la fonction dérivée de 8in.d; est co6»x ; et réciproque 
ment, k loiicUoii dérivée de coe.« est 6iD.«| mais pris avec 
le signe—. 

D ailleurs, la différentielle de sin.x étant connue, on en 
déduit iiuuiédiatemeut celle de cos.x. C'est ce qu'on verra 
au n° 33. 

lU. DlPrÉRBNTIATlOM DBS FOlfCnONS GOMTOSlbs OU FONGIIOMS 
Dl rONCTlOVS d'oRB SBOLB YAIUBLB. 

24! Les fonctions dont on vient de s'occuper doivent être 

regardées comme les éléments simples dans lesquels se ré- 
solvent toutes les expressions de Tanalyse (du moins tant 
• que Ton ne considère pas la partie de cette science qui est 
du ressort du calcul intégral). £n effet, toute formule est 
composée des fonctions dont Q s'agit , combinées entre elles , 
soit par le moyen des signes qui indiquent les opérations 
ordinaires de l'algèbre, soit par l'usage des caracléristi(|ues 
log., sin., COS., que l'on peut regarder comme indiquant 
d'autres opérations plus compliquées, et dont l'exécution 
a été facilitée par la construction des tables» La recherche di- 
recte de l'expression de la différentielle de trois fonctions 
log.x et sm.x, a dû nous occuper d'abord : on peut y 
ramener la détermination des deux quantités d.a', d , qjos,x 
que nous avons obtenues tout à i'iieuro par des procédés 
particuliers. A l'égard des autres fondions plus composées , 
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il existe des règles fiiciles; par le moyen desquelles on 

réduit la recherche de leur différentielle à leur rechorcho de 
la différentielle d'une fonction plus simple contt nue dans la 
première. Ea appUquant ces règles , on parvient progressive- 
ment aux derniers éléments dans lesquels la fonction pro- 
posée peut sa résoudre , et qui se trouvent toujours (en ex- 
ceptant certaines expressions dont on s'occupera en traitant 
du calcul intégi*al ) l'une des fonctions simples qui ont été le 
sujet do l'article préct^lcnt. Sacliant donc dilférentier ces 
fonctions, on sait également diUérentier toutes les autres. 

Pour faire connaître les règles dont on vient de parler^ 
soH en premier lieu 

V désignant une fonction quelrx)nque de x, 11 s'agit d'avoir 
la différentielle de la variable y, qui est ici ce que Ton 
nomme une 'fonction d» fonction de la variable indépen- 
dante X; c'est-à-dire la variation infiniment petite que 
subit y lorsque x augmente de la quantité infiniment 
petite dx. En revenant toujo\u-s au |)rincipe énoncé n" 42, et 
désignant par At? l'accroissement de la fouction o correspon- 
dant à Taocroissement àxàaœ,Qik aura 

lue Ix * ' 

« 

qui peut s'éa*ire . 

Ay _ f{v^^)^f(v) :iv 
Ajt Si; * 2^x' 

Supposant ensuilc que àx s'apprcoho indéfiniment de 

zéro, on devra à la limite remplacer •-— , par -r-, et 

air nx 



— M — 

Ainsi le coefficient différentiel demandé -r* s'obtient id 

en prenant d'abord le coefficient différentiel ^ , comme si 

V désifmait une vturiable indépendante, puis multipliant 

dv * 

par qui eslle coeiBcient dlffifimtid de'la foodioa « pris 
pn rapport à la variable indépendante x. 
A cause de ^ dâs = Téquation d|f = ~ • ii« 

Tianl à cdie-ct éfi^^dv dont la forme est la même que 

ù 9 était la variable indépendante. En posant, par exemple , 
y ss et se rappelant la formule du n** 17, on en conclut 
que d (v**) =3 nuT^éo , quelle que soit la fooction v. 

25. SH'on avait 

p étant fonction de v et o fonction de on aurait d'abord , 

dy d y dp 

d'après la règle précédente, JjJ = jj^ d'après 

dp âp dv 
cette même règle ^ = ^ ^ • 

éy^'^y^nP. et du-^^f^dx. 

Et ainsi de suite. 
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i8. JSoilettfleeoiidUea 

Il et « désignant deux Tariables qni sont éHes-mèmes des 
' fonctkms de la variable indépendante x : il s agit toujours 

de trouver le ooefltetent différentiel ^. Remarquons qw 

la différence ày ou / (u + àu,v + àv) — f de la fonc- 
tion proposée est identiquement égale à 

* 

• f(u + àu^v) — fM + fin + + Ay) — /'(M + i^u.v). 

Donc 

Quant à la limile vers laquelle tond cette expression lors- 
que Ax tend à devenir égale à zéro, œile du preiûier 
terme est évidemment, d'apès ce qu'on a vu ci-dessus^ 
du du 

^ La limite du second terme^ si Au était constante^ 

d.f(u + àu,v) dv . 
serait — ^ » — ^ mais comme Au devient nulle eo 

même temps que àx, cette dernière quantité ne diffère point 
. dMupv) dv du dv ^, . 

dx^dudsKt^ d» dut' ®^ ^ \dûdx'^ ^ 

On voit donc que le coefficient différentiel demandé s'obtient 
en prenant sucassalvement les codBdents* difléraatiels par 
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rai)i)oii aux deux fonctions et v , c^esi-à-dire en regardant 

siiciessivenienl u seule comme Vîiriable, et v seule comme 
variable, et ajoutant les re^sultats. 

27. Si l'on avait 

» 

les trois varialilcs t, u, v étant des fonctions de la variabii; in- 
dépendante une méthode semblable (*) conduirait à 
rexpiessioD 

dy _ dl/ dt dy du dif do ' ^ 
dx '~ dl dx du dx dv dx* 

d'où 

/ du dt du du dy dv\ , 

et ainsi de suite s'il y avait un plus grand nombre de fonc- 
tions dépendantes do la variable 

Usage des règles précèdmtet. 

28. Les seulc's règles qui viennent d'être exposées , réunies 
aux résultats i)ré^ontés dans l'article 11 , suHisent pour trouver 
la différentielle d'une -expression analytique quelconque. 
Nous ajouterons îd quelques remarques propres à faciliter ce 
genre d'opérations. 

Lorsque la fonction est coujpu. rc d'une auti'o fonction 
combinée avec une constante par addition, soustraction ou 



(*) U fkodfati observer alors que la différenco Ay est Identiquement 
égala à ({t + Af,ii,e) - f{t, i», r) + f{t + AI, «+ Àii,«)- f(l + AI, tt, «)+ 
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multiplication , la notion seule de la ditléreatieUe suM pour 
inâiqiMr k résuliaL Ainsi 

y = fl — V dy = — dv' 

■ Oq a déjà vu (u*^ 21) que 

m étant une constante quelconque. 

29. Lorsque la fonction est composée de plusieurs fonctions 
ajoutées entre elles, multipliées ou divisées les unes par les 

autiL'Sj 1»' it'sultatsc déduit de la régie des n • 2(1 et 27. Dési- 
gnant toujours par t, u, v des fonctions de la variable indé- 
pendante X, 

y =:u + V donne dy = du + dv 
y — uv dy = vdii -f udc 

y = luo 'dy = uvdt + Ivdn -t ludc 

u .du udv vdu — udv 

I 

La dernière expression s'obtient en observant que d, - 

Si Ton veut que la différentielio dy soit cxprinicc au 
moyen de la différentieUe d(a? de la variable indépen- 
dante, on remplacera dl« <ii« et par ^ d«, ^ da?, et 

^ dx. 
dx 
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30. Nous ooDsidérerons maiotenant le^ combina&ons les 
plus simples auxquelles donne lieu Tusage des fonctions 
logarithmiques, exponentielles et trigonométriques, que 
les géomètres appi^t communément fimetUm Iranscni- 

dantes. 

La marche à suivre pour obtenir la diirérenlielle consiste 
toujours à mettre la fonction proposée sous des formes sem- 
blables è celles des fonctions générales qui ont été considérées 
dans les n"* M et suivants, c'est-à-dire à distinguer les quan- 
tités que Ton regardera comme fonctions les unes dtt 
autres, jusqu'à ce qu'on paivienne aux fonctions les plus 
.simples. Soit 

Cette formule revient à 

y = (b, et Ton a v = lx, < 

Donc , d'iqiHrès les n** 90 et S4 , 



d'où 



di »* dx~ x' 



^ = J« et Ar=— . 



ai. Soit 
qui revient à 

en posaiit vsè*. 
D'après les n* 93 et 24 , on aura donc 



— w — 

ou 

^ = la.iè.e/^.6F , et = ta.lb.a^'.f.dx, 

33. ScHenoore 

« et ♦ désignant deux fonctions de la variable indépen- 
dante X. Appliquant la règle du no 26 , c'est-à-dire différen- 

seule, on aura ^ = vu'-' » ^ ~ ®° ajoutant 

les léBottats 



dy = u* ^ du + Ui.dvy 



a3. Soit y = sin. (x + i n), « désignant la demi-droon- 

lémoe du cercle dont le fa^on est i : en posant 9=0? -fi r, 
on aura 

« 

d'où lésulte 

du . 

^=:coc.(^+i»)s=:»8to.«, et dyss^riiusubc 

Or, le sinus rie ar + ; tt est égal à ces. x. Nous retombons 
donc sur la formule déjà démontrée 

d,co&x = —Mu,xdx, 
On trouve enniite pour 



co^' ' eoa,s0 
slo.d? * ifns% 
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t , s!n.x.(<0 

1 , COS. T. /te 

.3i. Ed supposant 

, . . <Ls[n.x eos^x . ds 

, . d,coa,x ^n»x . d.r 

«=:/cos.j;, air= — dw»— • — ir~« 

y luw. , «y ^^g^ 

35. Les géomètres appellent fonction inverso de la fonc- 
tion f{v) la fonction de u , que l on obtient en résolvant par 
rapport à 0 inéquation tt=/'(t7). Aioai la fonction arc. sîn.ar est 
inverse de la fonction sin.a:. On obtient ftdlemeni la difië- 
rentielle de la fonction inverse quand on connaît celle de la 
fonction. En ellct, supposons 

y=arc»8ln,«, 

et proposons-nous de trouver la difiërealielle dy. On a donc 

jess8ln.y; 

et prenant les coefficients différentiels de part et d'autre (*)« 

I ■ 

(*) Quand devz fonettoni f{%), FCs), sont ^les entre éUei, lolt 
pour toata lei valenn de sott dans une oertaine étendoe des vaknip 
de eette yariable, leois dérivées (et par suite lenrs diffétentleOes) sont 
aussi égales entra elles daos eette mémê étendue, puisque des deux 
équations 

f(«)s:P(«), r(«4^As)sF(ff+a«}, 

on tire 

f{m + ùx) - M _ J{!Ê^àx\^V[*) 
à» Ax * 

m 

M résulte, en passant à la' limite, f{9) ^ F'(dp), C. Q. F. D. On amait 
enooie f{at)=P{m), si la dlfléienoe F an Um d'étie nuUe, 
était eipciniée par une eonstante C. 



Digitized by Google 



-* 81 — 

9 

en Ngardant dans le seeond nombre y comme une fonetion 
de et appliquant la règle do nf 14 



On en déduit 



1=C0S.Î/.^. 



£ 008. y • ^ilZ^' 



En opérant de la même manière sur les antres fonctions 
trigonométriques> on trouve 

a.arc.sin.x=.---==, <tarc.tang.x=-2— — d.arcsécx s — f==, 

dx . dx , , d-i' 

c^arcco8.x= — , . j itarc.cotJî=— --r-zî* <i.arccoséc.a;= 

k/l — ji^i — 1 

La èonsîdération des fonctions inverses pourrait servir aussi 

à ramener la rcclierche de la différéntiello de a' à celle de 
log.x. Ën effet de l'équation y = a' ou conclut log. y = 
bg. a. Doncy en prenant la différentielle des deux membres 

log.e,^=:zlog,a,dxt ou éy- ^^-^*aFâx. 

ff lOg» c 

36. 11 convient d'avoir présentes à la mémoire les expres- 
sions des différentielles très-simples que nous réunissons dans 
le tableau suifant: 

dx 



d.x^^ax^dx d»eakx^^thLm*dx d.aro.CML«s<— , 

"^4 = "^' ^^-«^=0^^ ri.arctang.a;=:j^ 
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^ r~ iLt . ^ dx , ^ dx 

d.\,x = — r= r/.cotx = : — ^ £/.arc.cotx=— r— ^ 

2vx sin.«x l-fx' 

. , , . . sxn.xulx , , dx 

d.iog.x=iog.p — d . séc X = ^ rf.arc.séc.x = — - — ^ 

X cos.*x x^lx* 1 

. , , , . . . cos..T.rfx . f dx 

d.cf = IcLa'dx a.coséc.x = — —, — d.arc. cosec.x = — 



séc'x ^VX-— 1 

Quant aux différentielles des fonctions plus composées, on 
doit les former d'après ce qui a été dit n* 30. 
37. Soit par exemple 

y = («x* + 6}" : 

on décomposera .cette fonction comme il sjiit : 

y = M", u = av V — x*. . 



Appliquant les règles précédentes , il .viendra 

dy = ««""'ati , du — ndv , dv — -wix^-'rfx ; 
et en substituant 

* 

du = a,mx'^~^dx 

dy = n(ax"' + 6)"-'.amx*»"'</x. 



Mais l'usage du calcul montrera bientôt qu'il est superllu 
de poser ces équations, et que Ton i)eut opérer unmédia- 
tement sur les quantités contenues dans la fonction proposée. 
Ainsi l'on différentiera d'abord par rapport à oar*» -f 6 , ce qui 
donnera • . • 

. dy = fi(<ix* + b)"-*, d(<ix* + fr). 

Puis pour former la différentielle d (or* + 6), on différen- 
tiera par rapport à x"*, ce qui donnera 

<<(ûx» -I- 6)= a.d(x'*). 

> . • ■ . 
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Enfin l'on A 

La substitution successive de ces valeurs conduit à celle 
de dy. 
Soit 

y =8iiL -==. 

Pour suivre Tesprit d«8 règles énçncées, on ddl donc écrire 
yssflin.^ fs^. nss^» «si— 

ce qui décompose la fonction proposée dans les fonctions 
simples (|ui y sont contenues, lonctious dont on oonniiit 
immédiatement les différentieUes. On aoralt ainsi 

dy = QQA*tdL dt = !t3^ES2^t^ du = , d\>=. — a\2xdx^ 
' II* ' ' 

et es snhetituant 

dtls= ; » 



du = COS. , . r-r-î- 

Mais sans poser les équations précédentes , on peut opérer 
immédiatement sur les fonctions contenues dans la fonction 

proposée. Ainsi différentiant par rapport à ■ -^^ 

àMKÉM. t 
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GomidéfaDt ensuite ■■ ^ ■■ comme une fracUon de U 



foniie^,ona 



d 



On remiiqae ensuite que 

et enfin (}ue 

^ / it (1 n^^) — isdj^ 
Donc en substituai^ chaque expression dans i'eiï>ression pié- 



Soit encore 




; conpeop V4I indiqué nMO, la base des loga- 
, il «, « deux fonctions de U vanabto in- 
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dépendante x. DifTérentiant en premier lieu par rapport à 



a» 



mi* t«ng. — -— on a 

M* 4- 



Le produit au* tang. , , étant différentié par rap[^ 
aux deui iiaeieurs au' et tang. -r—t — r» ^ vient 

4 ^«l'.iao^ gi^) = tins, «*^^ ^ 5iy^ 



)n a ensuite 



a» 



d(tfi^^sa.3i(ilH, et dtang. -rT^= ^rr-î 

+ 



•puis 



eia&flii 

* 

SobatilHftHi tilMQKi fétldt^ d«q# l eM»rWiiPn (urgente , il 




1^ •«,'-• 2vî«(iKiu — 
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—•.tel. -77-; ^ II» . , M'i'tt'rfll — llrfu) \ 

Afin que la différentielle demandée dy soit exprimée au 
moyen de la différentielle «i^ de la variable indépendante, 

on mettra ensuite à la place de du sa valeur ^ dx, et à la 

ux 

place de do sa valeur ^ dx. 

Les exemples précédents suffisent pour faire connaître la 
mardie de l'opération dont il s'agit , opération qu'un fréquent 
usage rend très-facile. 



IV* MiliaBITUTIOIf DBS PONCnOlCS VK rLusiBuas 

VAaiABUi nuMÉnin^AiiTis. 

« 

•38. Nous concevons, en -revenant aux notions présentées 

dans le n" 2, qu'il existe une seule équation entre plusieurs 
variables. Toutes les valeurs de ees variables sont alors arbi- 
traires, à l'exceptioû d'une seule. La variable dont on suppose 
la valeur déterminée par l'équation, après que Fon s'est 
donné arbitrairement les valeurs de toutes les autres, est 
fonction de ces dernières , qui sont les variables indépen- 
dantes. Cette relation s'exprime en écrivant 

« 

II, V, Xy y,... désignant les variablet indépendantes , et « la 
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variable qui est fonction des autres. Un doit donc imaginer 
qu'à chacune des variables u, v, t, y,... sont attribuées 
toutes les valeurs comprises entre — oo et -f oo , et se repi:é- 
' senter la soooession des valeura ooirapondantes que prendra 
la^fonction «. 

39. Lorsque les variables indépendantes sont au nombre de 
deux seulement^ et que Ton a 

la géométrie donne encore le moyen de se leprésenter d'une 
manière sensible la succession à» valeurs de la fonction 
Concevons dans l'espace trois axes qui se croisent à angles 

droits en un point o, fi(j. 2. On regardera les variables indé- 
pendantes X eiy comme deux abscisses dont les valeurs ar- 
bitraires sont portées en op et oq sur les premiers axes , et z 
* comme une ordonnée dont \a valeur déterminée par la rela- 
tion M=f{x^y)eA portée en or sur le troisième axe. Les 
deux valeurs attribuées à a? et y déterminent un point m 
situé dans le plan des xy^ et en élevant au point m une per- 
pendiculaire au plan (les xy, dont la longueur mM soit égale 
à or, la position du point M sera telle qu'il aurait respective- 
ment pour projections sur diacun des axes les points p, 9, 
on qu'il serait la commune intersection de trois plans ^ dont le 
premier serait mené par le point p parallèlement au plan des 
yz, le second par le point q parallèlement au plan des xz , le 
troisième par le point r parallèlement au plan des xy. En at- 
tribuant à xei y toutes les valeurs possibles depuis — x jusqu'à 
oD > le point m prendra toutes les positions possibles dans 
rétendue du plan des xy. Les valeurs de m détermineront les 
positions correspondante^ du point M, et l'ensemble de ces 
positions fonnera une surface dont la figure (Sara Juger de la 
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imture de la fonctiou m (O!, y), et de la marohe proglM* 
su e da ses valeurs. 

Lorsque le nombre des variables iadépeodantes 8ur|iaai6 % 
0 n'est plus possible de trontrer ainsi dans la géométrie une 
image sensible de la nature et des propriétés .de la fonction. 
Diverses recherches de pl)yt»i<jut^ doiiiR-nt lieu à considérer 
trois et m*^me quatre variables indépendantes; mais, lorsque 
le nombre de ces variables est plus considérable , les ques- 
tions n'appartiennent plus qu'à l'analyse , dont rien ne rea> 
treint la généralité, et qui embrasse toutos les combinaisons 
aniquell^ peut donner lien la considération des gran- 
deurs. 

40. La différentiation des fonctions de plusieurs variables 
indépendantes dépend des mêmes notioi^s qui ont été pré- 
sentées dans les articles précédents. Chaque variable indépen- 
dante tf, Vy y,... est supposée croître progressivement par , 
différences infiniment petites du, dv, dx^ dy,.,, dont chacune 
conserve une valeur coii^tantc, mais qui n'ont entre elles 
aucuns rapports dctcnninés. La variai )le z varie en consé- 
quence de la quantité infiniment petite dz, dont la valeur 
s'obtient toujours par la considération de la limite du rapport 
des accroissements de la fonction et de chaque variable indé^ 
pendante. Soit la fonction 

En supposant qne et y croissent fespectivement des quan- 

tités quelconques àx et Ay, la variation correspondante de 

la fonction pourra se décomposer en deux parties, lune pro- 
venant de la variation de x beule, Tautre de la variation de y ; 
en effet ou peut écrire 

A» l/{x-^ikx, y) y)H\fiâ!'^^. y-f y)l. 
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ou y €6 qui reviént au même > 

AdmettoDs fuahitsDant que les diiTéreneM Adv el s*appro- 

cheot iiidéfinimeirt de zéro, le rapport 

aura pour limite , conformément à ce qu'on a vu dans l'ar- 

Ucle 1, — -2 et le rapport 

as , oy 

aura pour limite, d'après le mémA tAiMUUIMllélit qttl iéit 

fait dansle n» 90 , L'expression de la différentieUe 

demandée est donc 



cpe Ton pent éorire ainsi : 

41. Si la fonction proposée contenait trois ou un plus grand 
nombre de variables, on lui appliquerait les mômes considé- 
ratioBft; en sorte que posant 

ztitfiv^xtyu 

do aé^stetoent 

^ ^ d,nv, X. y) d^v, ^ 
d» dx ^ dy ^* 

^ Ton écrit d'une manière plus simple 

. dz . . dz . , dz , 



Digitized by Google 



- 40 — 

Et ainsi de suite s'il y avait ud plus grand nombre de va* 
riables. 

dz 

Hemarquons que , dans cette formule , le terme — dv re- 
présente la différentielle de la fonction proposée que l'on 
trouverait en regardant v connne seule variable; c'est ce que 
l'on nomme la différentieUe partielle de la fonction z prise 

dz dz 

par rapport à t?. De môme les termes 7^^^ ^ ''^pré- 

sentent les différentielles partielles de la fonction s prises 
respectivement par rapport kxeihy. La somme de ces diffé- 
rentielles partielles forme la différentielle totale dz. Les frac- 
tions ^ ? ^ » ^ ^^"^ si^Mies analytiques qui repré- 

sentent respectivement les coeflicients différentiels de la 
fonction z pris en reç;ardant v seule comme variable , r seule 
comme variable , y seule comme variable. Le dz qui est au 
numérateur représente la différentielle partielle de z prise par 
rapport à V, à JT ou à y, et ne doit pas ôtre confondu avec 
le dz qui est dans le premier membre de l'équation , et qui re- 
présente la différentielle totale de la fonction z. 

Remarquons que, d'après l'indépendance des valeurs des 
variables v, x, y, rien n'oblige à supposer qu'elles . varient 
toutes à la fois. Ainsi celui qui demande la différentielle de 
la fonction z = f{Vy y,) indiquera si cette différentielle 
doit être totale, auquel cas elle est exprimée généralement 
par la formule précédente , ou bien si elle doit être prise par 
rapport à une ^ ou à quelques-unes seulement des variables. 
On supprimerait alors, dans la formule dont il s'agit, les 
termes relatifs aux variables qui seraient censées ne point 
subir d'accroissements. 

42. La différentiation des fonctions de plusieurs variables 
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indépendantes étant ramenée, d'après ce qui précède, à 
difîérentier la fonction par rapport h une des variables seule, 
on appliquera sans difficulté, dans chaque cas particulier, 
les règles exposées dans l'article précédent. ^ 

43. Lorsque la fonction proposée ne contient que deux 
variables indépendantes, comme 

les diverses parties de la différentielle totale 

sont représentées par la géométrie , conformément à ce 
qu'on a vu n** 39. Soit m (fig. 3) lé point du plan des xy, 
dont les coordonnées op, oq représentent x et y, et M le 
point de la surface projeté en m , dont l'ordonnée or repré- 
sente la valeur de la fonction z. Les accroissements Aj: et 
ày seront représentés par m\L et my.". Soit m'n la projec- 
tion sur le plan des xz de la courbe d'intersection de la sur- 
face par un plan mené par le point M parallèlement au plan 
des xz. Soit également m"n' la projection sur le plan des yz 
de la courbe d'intei*section de la surface par un plan mené 
par le point M parallèlement au plan des yz. 11 est visible 
que n'r' représente la variation que subirait l'ordonnée z, si 
l'abscisse x seule croissait de ou 7/nx'; et que n"r" repré- 
sente la variation que subirait cette même ordonnée si l'ab- 
scisse y seule croissait de Ay'oy m\x.' . La variation totale de 
l'ordonnée z , c'est-à-dire celle qui résulte de l'accroissement 
simultané des deux abscisses, est représentée par la diffé- 
rence entre l'ordonnée du point M de la surface qui se pro- 
jette en m et l'ordonnée du point de cette même surface qui 



le ^j«tt« eu II. Lonqut les accroittemeoU aonl lupposéi 

infiniment petits ^ nV exprime la partie 3^ dx deladifféren- 

dM 

tielle totale, et le coefficient dittérentiel ^ pris par rapport 
à X est représenté par la tangente trigonoitiéiiique de l'angle 
ffi'my. De même nV représente la partie ^ àe là diffé- 

rentielic totuie^ et le coeilîcient diiTérentiel ^ pris par rap- 
port à y est représenté par la tangente trigonométriqiid de 
l'anj^'le n 'm r' . On voit que, dans le cas des accroissements 
infiniment petits, la variation de l'ordonfX'o z. lorsqu'on 
passe du point de la surface projeté en m au point projeté 
an it , est toujours la somme des variations qai ont lieu rea- 
pectivement quand on passe du point projeté en m aua deux 
points projetée eo\Ê.'ëL tuf. On t«viendra dans la suite sur oea 
ccHisidéi'dtions ^ auxquelie^ il sera donné un plus grand dé- 
veloppement. 



V. MifSaiMTlATKMI OBS rONCTiOllS UlTUaTSi. 

\\. Une fonction est appelée explicite lorscjne son expres- 
sion analytique est donnée au moyen des quantités constantes 
et variables dont dépend sa valeur. Ainsi l'on dit que la fonc- 
tioii a des deux variables y est explicite , ou que cette 
fimction est donnée f«/»/ic»/«meiif, si Ton a Téquation 

* • • 

Mais si la foncUon a est engagée avec les variables y dans 



und équation teito qm 

qui n*e$t point résolue par rapport à m , cette fonction est 

alors appelée implicite y et l'on dit que sa valeur est donnée 
ii/iplicilemenl \ on cnlend par celte ( \ pression que la valeur 
de ia fonction z , quoique détcraiinée quand on a âxé celle 
des variables X et y, n'est point représentée par une exprès^ 
aionanalytique formée, de ces variables. On peut ditférentier 
les fondions tmpItcKes aussi facilement qne les autres, c'est- 
à-dire obtenir l'expression de la différentielle de la fonction 
sans r(''S(Mi(!re l'équation dans laquelle clic est enj^'aj^^ee. 

Uevenons aux notions qui ont été présentées dans le 3. 
La nature de chiique question détermine toujours le nombre 
des variables, aussi bien que les relations qui existent entre 
elles, et qui sont exprimées par des équations. Le nombre des 
variables étant m . et le nombre des équations étant n,m — u 
des variables sont indépendantes ; les n autres vai ianles sont 
fonctions des premières. On a distingué celles des variables 
qui sont regardées comme indépendantes , et celles qui en 
sont des fonetrons; et cette disànetkm subsiste dans tout le 
• cours de Topération sans aucud changement. 

Cela posé, oon.sideronb d'abord le cas simple d'une seule 
variable indépendante x et de la fouction y, entre lesquelles 
il existe l'équation 

Cette équation devanl jiibsiater, quelle que soit la valeur 
attribuée à » on aura évideuimeat 

en ^fgp'tffi^ toiyours par ^ lâ variation de la fonction y , 



\ 
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correspondant à l'accroissemeut àx attribué à x. On aura 
doue aussi 

àat * 

« 

équation qui subsistera , quelle que toit àx, et , par consé- 
quent y qui aura lieu pour la limite vers laquelle tend le pre- 
mier membre, lorsque àx tend à devMiir égale à zéro. Or, 
cette limite n'est autre chose que le ooetlicieut diûéi^ntiel 
d f{x y) 

-■ ^ du premier toembre de Féqnatîon proposée, dont 

rexpression est ici , d'après le n* 96 et en remarqiiant que y est 

fonction de la variable indépendantes, iJ^liÉ^tM^È,^, 

ax tfy ox 

On a donc l'équation 

dx ' dy dx * 

« 

que Ton écrit souvent pour abréger 

dx'^dy * 

en indiquant seulement par la lettre / la fonction proposée 
/[£c,y)f et dont on déduit 

df 

i& df 

a» 

pour l'expression du coefficient différentiel ou de la fonction 

dérivée de y. 

Nous remarquerons d'ailleurs que oe coeificient ditfé» 
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Kotiel se trouvera exprimé aa uvyyen des deux variables 
«et y. 

La quantité ~ -j- — — n'est autre chose que la diU'éren- 

^ dx dy dx 

tielle de la fonction /*, où l'on a snpprimé le facteur constant 
dx. Cette dillérentielle est égale à zéro, et il est évident, en 
effets que l'équation /lâp,y}=:0 devant subsister pour une va- 
leur quelconque dex, Texpression d'une variation finie ou 
infiniment petite que subît la fonction fix^y), pair Teffiet d'un 
accroisseniont fini ou infiniment petit attribué à a?, doit être 
nulle. En j^-énéral , l'équation f=0 , f désignant une fonction 
quelconque de plusieurs variables , entraîne toujours l'équa- 
Uon df=0, en désignant par df la différientieile de la ibnc^ 
tion /; qui peut être totale ou partielle. 

io. Considérons maintenant lo cas général ou l on aurait 
plusieurs fonctions et plusieurs variables indépendantes* 
Soient , par exemple, les deux équations 

* 

dans lesqùelles v et x soient des variables indépendantes, 
y et I des fonctions de « et a;, données implicitement par 

ces équations. Les dififérentîelles des deux fonctions ^ et P 
devant être nulles d'après- ce qui vient d'être dit, on aura en 
les prenant conformément aux règles exposées dans les ar- 
ticles précédents , et se rappelant que y et s sont fonctions de 
• et 

\d9^ dy d9 dz doj \& du dx dz dx) 
y^l^l^i, Iti^ dz d»r^\dM^ ds^ dz dx) 
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Dipg chacune de m équationa, l'oo pavt auppoeer lépa* 

fément ^0=0, ou dx=0. Elles équivalent donc à quatna 
équaUona distinctes qui déterminent les valeurs des quatre 

coefficients différentiels partiels ^f^,~^/^. Ces coeffi- 

av dx do dx 

cîentsditl*érentieis se trouvent exprimés au moyen dos quatre 
variables y, jr. 

Les valeurs des coefficients différentiels 'partiels des fono- 
tbns y et s étant ainsi obtenues , on formera les différen- 
tielles totales de ces fonctions, en subslîtuaut les VMleurs dont 
U s'agit dan^ les expressions générales 

j du . , du , . dz . dz , 

Ces considérations s'étendront l'acilement au cas où il y 
aurait un plus grand nombre de variables et d'équations. 



Vl« DirviRtiiTnn.Lts ras mvm eaimis roua us fONcnoKs 

u'iNB SEILË VARlAULE. 



46. Nous considérons en premier lieu une seule variable 
indépendante x et la fonction y dépendante de eette variable, 
en écrivant toiyours ^ - , 

et pour rendre les notions plus sensibles nous supposons que 
l'on ait sous les yeux la représentation géométrique de la fonc- 
tion, conformément à ce qui a été dit n* 5. L'abscisse OP , 
^. i , repiéseote 9 ^ et l'ordonnée PM représenta y* 
Gela pottt, admillQiiî qut 9e croisit da la 9iaiiltté*i|ttel- 
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conque Hx représentée par PF. La nouvelle valeur de y, que 
nous désignerons par y, , sera représentée par PM', et M'Q 
représentera Ay. 
On aura 

^y = yt — y- 

Supposons ensuite que x croisse encore à partir de la va- 
leur OP' de la même quantité Ax, qui sera représentée par 
P'P"=PP'. La nouvelle valeur de y, que nous désigne- 
rons par y,, sera représentée par P"M", et M"Q' n présen- 
tera Ay,. On aura 

^yt = yt — Vf 

Remarquons que si Ton prolonge la sécante MM' jusqu'en 
S , l'intervalle SQ' sera égal à M'Q ou Ay. Donc M' S repré- 
sente la différence de Ay^ et Ay. Coninie on a représenté par 
Ay la ditrérence des deux valeurs de y qui répondent k x et 
X -f Aj-, l'analogie conduit à' représenter par AAy ou par A'y la 
diflérence dos deux valeurs de Ay qui répondent a j; etx -f Aa*. 
Nous écrivons donc • . . 

• A«y=rAy, -Ay. 

On acquiert une idée plus nette des quantités que nous 
considérons ici en formant le tableau suivant : 



TÀLEt'RS 

de ff. 


VALLLRS 

correspopdantcs 
de "y. 


de ces valeurs. 


! 

DIFFÉRENCEk | 

des diiïérences. 


X 


y 






x+Ax 




^y =!/i— y 




x+2Ax 




^Vx-yj-yi 


A2y=:Ay,-Ay 
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Nous ajouterons que les géomètres nomment la diffé- 
feneèfirmUre ou la différence du pnmkr ardre de la ionc- 
tiony;et A^y la ilijfifmic» féconde 00 la diférmœdumemd 
ordre de cette même fonction. 

iT. Admettons maintenant que la ditftTence Lx de la va- 
riable ind»'[)endante diminue progressivement, et tende à de- 
venir égale à zéro. Les deux pointai M', M' tendront à se con- 
fondre avec le point M ^ les deux valeurs y, et y, à devenir 
égales à y ; et les trois différences &y, ày^, et A*y à devenir* 
en même temps égales à zéro. Mais il est bien important de 
remarquer ((ue la ditTérence seconde A- y diminuera beaucoup 
plus rapidement que les ditî'érences premières A»/ et A»/, ; en 
sorte que , Ay et Ayj étant devenues très- petites par lap- 
port à Tunité , A'y sera devenue très^petite par rapport à àx, 
Ay ou Ay|. \ 

Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que l'exprès- 
sion de A-y peut s'écrire ainsi ' * 

Or^enrapposantque Ajr décroisse et tmida à devenir nulle, 

Av At/ 

les quantités ~ et -^s'approcheront toutes deux de la même 

AX Ax , • 

. limite , qui est ~. Donc , la valeur de A'y, formée de deux 

fiicteurs qui ont pour limite commune 0, diminuera beaucoup 
plus rapidement que Fun de ces facteurs , et qiîand tous deux 

seront très-petits , sera elle-même très -petite par rapport à 
l'un ou à l'autre. 
48. La même expression de A^y peut aussi s'écrire 
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Lorsque at diminue en s' approchant de zéro et devient plus 
petite que toute grandeur doimée , ce que nous exprimons 
en représentant cette différence par dx^ chacune des quantités 

Ay Ay, dy 

^ et-^ a pour limite lexx)emcieDt difiërentiel etierap- 

port — — — a pour Emile le coeCdent diSirentiel de la 

• dft dx 
foDOlion^^ c'eek-à-dire Ainsi, en représentant par 

d^ ee que devient A*jf lorsque àx devient dx^ on a 

d^£ 

d*y çst appelé la différeniùUe du âeeand ordre de la fonction 
y. Nous remar([uerons d'ailleurs que l'on est dans l'usage 
d'écrire simplement Ajr* ou dx^ pour exprimer le carré de 
ou de dx. Il n'est point à craindre que l'expression dx* soit 
confondue avec la diliérentieUe de la fonction a^^ qui serait 
représentée par d {x*)y ou par d,x^, 

La fonction ^ est le eaijWagnl dif émM vrmnitr ordre 

ax 

dx 

de la fonction y, et est le eoeffleimU éiffèrtnM du «- 

eond ordre de cette même fonction, y analogie conduit à le 

d'y 

représenter d'une manière plus simple en écrivant 
Ainsi la différentielle du second ordre est exprimée par 



ds^ 



4 
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c'est-à-dire qu'elle est égale au produit du carré de dr par le 
coeflScient différentiel du second ordre de la fonction propo- 
sée ; ou par la fonction que Ton trouverait en prenant , con- 
i«>rmément aux règles de l'article lit', le coefficient difféien* 
tiel de y, puis le coefrticient différentiel de celui-ci. 

Lors(iu"on cxpiiiiit' il aïut ■^ Lijxran^'e le cdctlicient diffé- 
rentiel ou la fonction derivi *' du premier ordre pai* y' ou par 
f'{x) f on exprime de même le coefficient différentiel ou la 
fonction dérivée du second ordre par y^Qu par f(x), 

40. 11 ost évident, d'apros ce qui précède, «pie I on (jbtien- 
dra la diUV renlielle du second ordre de la fonction proposée 
en ditférentiant deux fois de suite cette tonction, la différen* 
tielle dx étant regardée dans la seconde différeoiiation comme 
un facteur constant 

.M). Noms pouvons supposer le tableau du n" -iO continu»' 
en <'on>idt'rant (piatre valeurs consécutives de x séparées pur 
l'intervalle constant àx, ce qui donnera 



de X 

• 


VALEURS 
rorri'-ipuu- 
danlcs 
dey. 


DIFFERENCES 

premièreâ. 

• 


l»IPnîRE!fCB8 
• 

lecondes. 


UFMhlBNCl» 1 

troisièmes. 9 


X 


y 






• 






^y =^yv—y 


















y» 


^Vv^yt—yt 


^'yi^^yt-^Vi 





On remarquera éj;al(Mnent que quand tend à devenir 
nulle, les valeurs dei^,, y,, j/, tendent à devenir égales à y, 
et que les différences premières» secondes et troisièmes ten- 
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dent aussi toutes à devtMiir nulles. Mais de même que A-y 
diminue t>eaucoup plus rapidement que Ay, il est facile de 
voir que A'y diminue beaucoup plus rapidement que a'j/. Kn 
effet, rexpression de A^y peut s'écrire 

ou bien 

Or, à mesure que x tend à devenir égal à zéro les d<'uv termes 
Aw — Aw Al/ — 

— — r-^' et -î^^ — —^s'approchent tous deux d'une môme li- 

/Pu 

mite , qui est Donc la valeur de A^y est formée de trois 

facteurs qui ont pour limite connnune 0, et par consi>quent 
diminue beaucoup plus rapidement que A-y, qui est seule- 
ment formée de deux facteurs ayant 0 pour limite. Ainsi, 
lorsque Ay sera très-petite par rapport à l'unité , A*y sera 
très-petite par rapport à Ay, et A'y très-petite par rapport 
' à A'y. • ^ . * . • . , 

51 . En mettant d'ailleurs A^y sous In forme , . 

•^'2^= Si . 

on voit que Ax diminuant et devenant plus petite que toute 

. , Ay — Ay, Ay — Ay 

grandeur donnée, chacune des quantitt's et ' 

d'y 

a pour limite I& coetticient différentiel du scœnd ordre 
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et que le rapport ■ ^ a pour limite le ooef- 

ficient différentiel de ia fonction — , c est-à-dire — — . On 

a donc, en représentant par d^y, ce que devient A^y, iuvî>tiiie 
àx devient dx, 

expnwioa qui s'écrit d'une inanièie plus simple 

d'y est la dig«rt»lUll4 du iroisième ordre de la foncUon pro- 

po6ée y, et la ibnction — ou ^4 ^ coefficient diffé- 

rentiel du troisième ordre (h' cviie mémo Ioik lion. I^i diffé-. 
rentielle du tioisièrne ordre est égale au produit du cube de 
dx par le coetticient différentiel du troisième ordre. 

Le coefficient différentiel du troisième ordre s'exprime 
également par y ou par ^ {x), 

< >ii obtiendra évidemment la dilK-rentielle du troisième 
ordre d'une fonction proposée en différentiant trois fois de 
suite cette fonction y lu différentielle dx étant regardée dans 
la seconde et dans la troisième différentiation comme on lac- 
teur constant. * 

53. Si l'on considérait cinq valeurs consécutives de la va- 
riable indépendante! et les cinq valeurs correspondantes de 
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la fonction y, on se trouverait conduit à la différence du 
quatrième ordre A^y, dont l'expression serait composée de 
quatre facteurs , qui tous tendraient à devenir nuls lorsque 
Xr tendrait elle-même à devenir nulle. Cette différence qua- 
trième diminuerait donc , lorsque Aj* approcherait de zéro , 
beaucoup plus rapidement que la différence troisième, qui 
n'est composée que de trois facteurs ayant zéro pour limite. 
En désignant par d^y ce que devient A*y lorsque Aj- prend la 
valeur inHuiment petite désignée par dx, on aurait 



ni' 



^ représentant le coeflicient différentiel du quatrième ordre 

de la fonction proposée, c'est-à-dire le résultat que Ton ob- 
tient en différentiant quatre fois de suite cette fonction , dx 
étant regardée comme un facteur constant, puis divisant 
par dx^. 

Et ainsi de suite, en considérant un plus grand nombre de 
valeurs, et des différences d'un ordre plus élevé. 

54. On voit pai* ce qui précède qu'une fonction quelconque 
y= f[x) peut être regardée comme donnant naissance à une 
suite indéfinie de différentielles représentées par 

% «: v«' 

qui se déduisent de la fonction même et les unes des autres 
par l'opération que nous avons appelée différentiation. L'ex- 
pression de ces différentielles met d'ailleurs en évidence la 
subordination de leurs valeurs , puisque les coefficients diffé- 
rentiels ^ > etc.i, qui sont des fonctions finies de la 
ax oj?" ax 
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vamirfft s'y iroavdiit multipliés ptr dis puissanoss de plus 
en plus élevées de la quantité infiniment petite ito. Cette sub- 
ordination existe , bien que toutes les différentielles dy, «Ty, 

d^y^ etc., soi(»nt ôgalomdnt rppirdées comme des quantités 
qui diifèreiit de zéro moins que toute ^landeur donnée. En 
eQeti la supposition que dx diffère de zéro moins que toute 
grandeur donnée » ou que dao est infiniment petite, entraîne 
celle que les rapports de d*y à dy, de d^ à d*y, etc., diffè- 
rent aussi de zéro moins que toute grandeur donnée ; c'est ce 
que l'on expi'iiiit' on disant que ces quantités sont iiitiniiuent 
petites les unes par rapport aux autres, ou qu'elles forment 
une suite d'intiuiineiit petits d'un ordre de plus en plus 
élevé* 

Nous remarquerons qu'en supposant la fonction 
y -f{jr) représentée par Tordonnée d'une courbe dont x est 

l'abscisse, la direction de la courbe et le côté de la figure 
vers lequel elle présente sa convexité sont déterminés, dans 
une étendue fort petite de part et d'autre du point m, par le 
signe seul des deux différentielles du premier et du second 
ordre dy et d^y, c'est-à-dire par le signe seul des coeflBcients 
diffi&rentiels eu fondions dérivées du premier et du second 

ordre ^ , lies diverses combinaisons qi)i peav^nl a^W- 

ter à cet égard sont indiquées dans les ligures 5, 6y 1, 8, 9, 
10, il et \± 

Fig, 5 et figl 6, les coefficients différentiels sont positiOs ; 
Âg. 7 et /îa. 8, est négatif et -j^ est positif; fig, 9 et 

fig, 40,^ est positif «t ^ est négatif; fig. Il et fig i% les 

de)|^ CQ^fitoi^ls (jifiièveaiiels ^nt négatifs. Oi| voi^ quâ -r-r 
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est positif quand la courbe présente sa convexité au bas de la 
page, et néj,'atif lorsque la courbe présente sa concavité au 
bas de la page. On suppose ici , suivant l'usage ordinaire, les 
y positives portées de bas en haut. 

DllTérenUellei de« divers ordres des fonctions simple^. 

56. Nous appliquerons les notions précédentes aux fonc- 
tions simples, dont la diflVTontiation est l'objet de l'ar- 
ticle II. 

En considérant , eu premier lieu , la fonction x'^ , 
on a 



dx 



= m(m — , 



~ ) fwi— 2) (m— 3) - , 

Etc. 

Cette suite de coetlicients différentiels se prolongera à l'in- 
tini si le nombre m est négatif, ou si, étant positif, il est 
irrationnel ou seulement fractionnaire. Mais si m est un 
nombre entier posilj|\ on a 

• ~ • * 

La fonction se trouvant réduite à une constante , les coeffi- 
cients différentiels suivants sont alors nuls. 

hl. La fonction log. l6 logarithme étant pris dans. un 



Digitized by Google 



* 



— 56 

système quelconque, ou dans ie système des logarithmes 
népériens, donne 

(Le • dx 

d*Aog.x^ log.c * 

d\ïog.j;_ 2«log.e ^j'-^-î- ^ 2 

(tr» a?» * 

dMog.a:_ 2.8.1og.f d*./.r_ 2.3 

g\log.x _ 2.3.6.1og.c _ 2.3.4 

djc* . «• • (tr» • 

Etc. Etc. 

58. Les fonctions a' et a-* donnent 

d*.û» /I X, ^ d*.flr* 

d*»«' /i X, , d*.<r^ 

Etc. Etc. 

El si le nombve a devient e, ou la base des logarithmes né- 
périens> on a 



d.e' 


d.r^ 


dx 




d».tf« 


d*.«- 


dx* 




d».«« 


d*.r^ 


da:» 


di» 



Etc. Btc 

La dîfférentiation, comme on I*a déjà remarqué n° 22, 
produit constamment la fonction et fdus généralement 
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la fonotkm qui seule présrate cette propriété. Lorsque 

l'exposant variable x est affecté du signe — , la fonction pri- 
mitive est éfîalcment reproduite , mais les coefficients diffé- 
rentiels sont ait^uativement négatifis et positifs. 

59. O^troure pour les fonctions trigonométciques sin. x et 

COS. X 

d,fixLx • / . «\ ACOS.X / . "\ 

<l^8ln.T , , , , d'.cos.â* , . , 

^ =— sln.a:=sin. (a; -h n), ^ — = — cos.x=cos. (x + k), 

d'.sin.j- . / 3i:\ d'.cos.x , / 3::\ 

=-cos.x=s]n. , = sin.x = ces. ^^x+ j , 

rf^sin.j- . , , ^ , (/^cos..r , ^ 

■ = siiLx = sin. ( X + 2n ), = COS.X = ces. (x + 2.- J , 

—g-. = COS.X = sin. ^x+ ^ j , ^ = -8m.x=:cos. y j , 
Etc. Etc. 

Les fonctions primitives reviennent, après deux différentia- 
tionsy aflectées du signe Apfès quatre différentiations, 
elles reviennent avec leur signe. 

60. On doit avoir présentes à l'esprit ces propriétés remar- 
quables. Il est éffalenient utile de connaître la figure des 
courbes qui représentent les fonctions simples dont il s'agit : 
pour la discussion de ces courbes Texprassion des coefficients 
diflérentiels des deux premiers ordres donne de grandes faci- 
lités , conformément à ce qui a été dit n* 55. 

Soit en premier lieu 

dy _ , 
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Là courbe, dont x eit l'abteisae et y l'ordonnée ^ présentera 
divenes figures , suivant la nature de l'exposant m. Nous 
supposerons d'aburd cet exposant positif et plus grand que 
l'unité. 

1" Si m est un nombre entier ptiir, y «st positive quel que 

dy rf*t/ 
5oit le signe de x, — change de signe avec x, ^ est tou- 
jours positif. La courbe est représentée par la fig* 13. 

Si m est un nombre entier impair, y change de signe 

avecV, ^ est constamment positif, ^ change de signe 
avec œ, La courbe estreprésentée par la fy, iA, 

3* Si m est un nombre fractionnaire - , p et a étant en- 

tiers, la courbe est représentée par la fig. 13 lorsque p est 
pair et q iiiij)air, et par la fig. l i lorsque p est impair pi q 
impair. Mais si q est pair, la partie située du c(*ité des x néga- 
tives n'existe pas, les valeurs de y correspondantes aux va- 
leurs négatives de x étant alors imaginaires. 

61. En supposant, en second lieu , l'exposant m positif et 
plus petit que l'unité, ce cas difiTérera du précélianl, en ce 

que ^ sera négatif lorsque dans 1^ cas précédait il était 

positif, et positif quand il était négatif. La ^g. -i^ sera rem-? 
placée par la/S^. 45, et la /i|r. U par la /If . 40. 

62. En admettant maintenant que l'exposant m soit nég<i* 
tif , c'est-à-dire que Ton ait 

1 

dy m 
d*y mfw-H ) 
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m étant un nombre positif, on passera facilement des cas 
précédents à ceux qui répondent à celte dernière supposition, 
en divisant l'unité par les ordonnées des courbes que repré- 
sentent les fig. 13 et U, et 16. Les fig. 13 et 15 seront 
remplacées par la fig. 17, et les fig. 11 et 16 par la fig. 18. 
Les axes sont ici des asymptotes aux branches de la 
courl)e. 

63. Pour la fonction logarithmique, nous avons - 

dy _ log- g 

rfj- .T • 

d*f/ _ _ log-g 

La courbe -(^y. 19J a l'axe des y pour asymptote du coté des 
U négatives. L'abscisse oA du point pii elle coupe l'axe des j- 
est égale à l'unité. 11 n'y a point de branche de la courbe du 
côté des X négatives. 

64. La fonction exponentielle o' donne 

ax 

a étant un nombre positif et plus grand que l'unité, la valeur 
de l'ordonnée croît mdéfiniment du coté des r positives ; 
mais la courbe {fig. 20) a l'axe des a? pour asymptote du C4)té 
de X négatives. L'ordonnée pU , du point pu elle coupe Taxe 
des y, est éç^le à l'unité. 
Si l'on supposait a positif et plus petit que l'unité, la 

fonction o' se changerait alors en , ou ûT' , a étant 
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supposé comme ci*de88us plus grand que l'unité. Ainsi , .œ 
cas revient au précédent en changeant les x positives pour 

les X négatives , et réciproquement. 

Comme l'équation y = a* entraîne d'ailleurs t = log. y, a 
étant pris pour la base du système de logarithmes, il est 
visible que la courbe dont il s'agit ne diffère point de celle du 
numéro précédent ^ lorsqu'on change l'un pour Tautre les 
axes des 0? et des y. 

Si Ton voulait prendre pour a dans la fonction a' un 
nombre négatif, cette fonction cesserait de présenter des va- 
leurs continues : il n'existerait plus de courbe , mais seule- 
ment des points isolés correspondants- aux valeurs de s égales 
à des nombres entiers ou k des fractions de dénominateur 
impair. Nous supposerons toujours 9 dans la suite, par cette 
raison, quand il s'agira d'un système quelconque de loga- 
rithmes , que la base a de ce système est un nombre pc^sitif 
et plus grand que Tunité. 

65. Soit encore la fonction y ^e*** qui se présente dans 
plusieurs applications importantes. Elle donne 

La couilie {fig. 21 ) est formée de deux branches égales ^ 
tuées de part èt d'autre de Faxe des y. L'ordonnée oB du 

point où elle coupe cet axe est égale à Tunité. 

Le coefKclent du premier ordre ^ change de ^igne avec 

d*tf 

l'abscisse x, Ui coefficient différentiel du secx>nd ordre — 
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est négatif lorsque x est plus petite que la distance 
oP s= —y et positif lorsque x dépasse cette distance. Ainsi la 

courbe présente sa concavité au bas de la page dans l'inter- 
valle MM . »H au delà de cet intervalle elle y présente sa con- 
vexité. Les points M, dans lesquels la valeur du coeflSdfflOtdit- 

férentiel^ change de signe, et pour lesquels la valeur 
QSlr 

de ce coefficient différentiel est nulle» sont nommés jNMfKi 

66. Considérons enfin les fonctions trigonométnques. 
Ona 

'^ = cos.a;, 

La courbe ( fig, -22 ) coupe Taxe des x aux iwints où l'abscisse 
est égale aux arcs -0 , t , ^2t: , 3r , etc. Dans ces points , la 
tangente forme avec les axes un angle égal à la moitié de 

l'angle droit, puisque l'on a £=±l. Les plus grandes 

ordonnées, dont la valeur est l'unité, répondent aux points 

M , dont l'abscisse est égale aux arcs ^, -^y ^ 

du coefficient différentiel du second ordre étant cDiitra.re à 
celui de l'ordonnée, la courbe présente sa convexité au bas 
de la page quand l'ordonnée est positive, et réciproquement. 
Les points où l'ordonnée est nulle senties points d'inflexion. 

Cette courbe se i.iolonge indéfiniment , soit du côté des x 
positives, soit du côte des x négatives, en présentant une 
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suite de pirties identiquement égales à celles qui sont ooiii> 
prises dans Tintervalle de 0 à !2it. G*esi ce qu'on exprime en 

disant que la fonction esi périodique, 

67. On a également 

// — COS. d- , 

, — — sin.jp, 

tl est assez visible que la li^'uic de la eoui he est parfaitement 
égale à la précédente , dans laquelle on aurait déplacé Tori- 

gine des abscisses x de 1 intervalle puisque l'on a toujours 



C0S.X 



=8în.(x4;;) 



OtFFÉHfiKTlKLLES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS 
DE PLUSIEl'RS VARIABLES^ 

68. La notion des différentielles des ordres supérieurs s'é* 
tend fiicilement aux fonctions de plusieurs variables, puisque 
la différent iation de ces fonctions s'effectue toujours en oi)é- 
rant séparément par rapport à cliacune des variables. 

Soit en premier lieu, comme dans le n" 40 , la fonction 

;r et y étant deux variables indépendantes. On a vu que Ton 
obtenait pour cette fonction la différentielle ((u prémi^ ordre 
lolofe exprimée par 
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dz=:'-T~dx-\- , dy , 
dx dy 

dz 

et formée de la somme des éifiimm partieUti -r-dx^Qi 

dx 

^(/y, prises respectivement en regardant x seule comme 
variable et y seule comme variable. Les fonctions désignées par 
^ et ^ sont les coellicients différentiels partiels du premier 

ordre de la fonction i pris respectivement par rapport à x et 

par rapport à y . 

L'ojMTation de la dillficiitialion peut ef^alemuiit s'appliquer 
à l'expression de àz , dans laquelle on regardera dx et dy 
comme des facteurs constants. Si Ton veut former la dif- 
férentielle totale > il faudra diffèrentier successivement les 

fonctions et ^ par rapport à x et par rapport à y. On aura 
dx dy 

doue pour la différentielle totale du second ordre 



^dz \ I ^dz ^dz 



Mais nous avons déjà représenté dans Tarticle précédent le 

d- 

dx d*; 

coeilicient différentiel par — : l'analogie conduit à ra 

dx d^z d^x 
présenter de même par On écrit également -^^j 

^dz ^(h 
au lieu de et ^ au lieu de -j^. Ainsi rexpresaion pré- 
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dente devient 



ou si Fon veut 



Dans cette ez|iression de la différentieUe seconde totale de 
la fonction % , le signe ^ représente le coeflicient difleren- 
Uel du second urdre de la l'oaclion proposée , pris eu regar* 
dant X seule comme variable. Le signe. ^^;^ex prime que l'on 

dz 

a pris le coefiicientdillérentiel du premier ordre ^ en regar- 
dant X seule comme variable , puis le coeflicient différentiel 
de cette fonction ^ en regardant y senle comme vanable. 

Le si^'uc -j-^ exprime que Ton a pris le coeflteient diffisren- 

d' 

tiel du premier ordre -r- en regardant j/ seule comme variable, 
puis le ooellicient ditl'érentiei de cette fonction ën regar- 

dant X sente comme variable. Ëntin — représente le'Coetti- 

ciciit ditlerenliel du second ordre de la fonction pris en re* 
gardant y seule comme variable. 
60. Nous remarquerons maintenant que les deux coefficients 

différentiels — ot , sont nécessairement égaux. £n effet. 
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en fBfenani Ici aux notions présentées dus les 46 «t siil- 
mis, on reconaait que ^ est la limite vers laquelle tend 

la?"" àx * 

lorsque tend à deveDir nulle. De même -r—r- est la 

dacéjf 

limite vers laquelle tebd 

A»2 ' Si" ^ X;"^ 



lonqœ àxeiây tendent à devenir nolles. On reconnaît de 
mâme que ^ est la limite vers laquelie tend 

Ay. ly * 

lorsque Ay tend à devenir nulle , et que -^-^ est la limite 
vers laquelle tenid 

A*r Agg- ^y 

AyAx"^ Ay • * 

« 

* 

lorsque Ad? et a 7 tendent à devenir nulles. Or, cette dernière 
quantité ne difl'érant point de la préctideiite , leurs limites 

sont ivissl égales entre elles^ Donc :7-^ = — Ainsi, le 

ayax dxay • ' 

ooefficient différentiel du second ordre pris par nqiport aux 
deux variables et y est Identiquement le même, soit que 
1** âimtfi. 5 
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l'on AIMreiitie en premier lieu par rapport à dp ou par rap- 
port à y. C'est ce qu'on exprime en disant que l'ordre des 
différentiations n'influe pas sur les résultats. 

Il en résulte que l'expression de la ditlVrentieUe du second 
ordre de la foociioa proposée s, donnée dans le numéro pré- 
oédenl» doit s'écrire 

70. L'opération de la difTérentiaiion peut également être 
appliquée à cette expression^ et pour, avoir la différentielle 
totale dn troisième ordre, il faudra différentier les fonctious 

^> T^»?? pw rapport à « et par rapport à y. £n ayant 

dx* axdy dy 

égard à la proposition démontrée dans le numéro précédent» 
il viendra 

En continuant de la même manière , on trouvera en gé- 
néral 

expcessiofi dont l'analogie avec celle du développement de 
la puiisaiioe entiàre d'm Mnpme est évidente. On pounait 
teire 

en se léservant de changer^ 'après le développement , ds' en 
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71. Les cas où il y aurait plus de deux variables indépen- 
dantes n'exigent pas de nouvelles considérations, âoit ptr 
exemple 

On «mi pour le diiSmidélle totale duptemier oïdn^ <fa- 

pièsleo" 41, 

Bb diiiiriMtfifl fBtte expression, où de, dx^ dy doivent 4tie 
regardés comiyj ^ facteurs constants, ^'^'^ comme 

des fonctions de trois variables indépendantes Xj y, il 
viendra pour la diiférentielie totale du second ordre 

En géaân^^ on peut écrire 




en se léiervaal de- changer aprèç le développement cU" en 

Il en serait de même si le nombi^dw variables indépen- 
dantes éttti dIqs ccmsidéMdile. ^ Â ^ 



— 08 — 



VlU. mFPiÎRBNTiSLLBS M» DlVSRâ ORDRSi POL'B LES rONCTlONl, 

niPUGITBS. 

7i. Soit ea premier lieu comme dans le n"* 43, l'équa- 
tion 

* 

dans laquelle est la variable indépendante et y nne fonc- 
tion de Jc donnée implicitement par œtte équation. La ques- 
tion consiste à trouver, sans résoudre 1 « quation , les exprès- 

sions des coefficients difiérentîelSj^^^,^, etc.., de la 

fonction y. On a déjà vu dana le numéro cité, que l'on avait» 
par une difféientialioii , réquation difBtoitièlIe du pranier 

ordre 

lie dy du- * ' dx df ' - 

Si l'on difiërentie uue seconde fois, en se rappelant que 

lea fouctiooa contiennent les deui variaUeB Xy et 

que y doit être regardée oooune fonction de on trouvera 
réquation différentielle du second ordre 

d'où Ton tire, après avoir mis pour ~ la valeur précé- . 
dente. 
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Celte expression s'obtiendrait également en diit'érentiant la 
du ' 

valeur de 

ax 

On continuera de la même manière pour former les coeffi- 
cients différentiels des ordres supérieurs au second. 

73. Les mêmes notions conviennent aux cas où il y aurait 
un plus grand nombre de variables et d'équations proposées. 
Tout se réduit à appliquer le procédé de la ditférentiation , 
afin de former des équations différentielles d'un ordre de plus 
.en plus élevé, et dont on pourra toujours déduire les ex- 
pressions des coefiicients difll'érentiels des fonctions qui ne 
sont données que d'une manière implicite. Nous considére- 
rons le cas le pkis simple après le précédent. Soient les deux 
équations ^ -* 

F(x, y,z) = 0, ♦ 

dans lesquelles x est la variable indépendante , y et z deux 
fonctions de cette variable déterminées par ces équations. En 
les ditférentiant une première fois, il viendra 

df .df dy 'df d2__ 
di^dy dx^ dz dx~^' 

dF dF dy dF dz_ 

dx"^ dy dx^ dz dx" ' ' 

équations du premier ordre , d où l'ou déduira par l'élimi- 
nation * /. rf.i-"^:* * ' ' ^"^^ ■ 



dfdF^dFdf ^ _ ^ 

dy dx dz dx dz dz _ dx dif dx dij 

dx~^ rf/ rfF _ itV~ey[ * ~ "~ df 

dy dz dy df dy dz dy dz 

En difféieatiant les équations préoédentesf on trouvera 
suite 

dj^ dxdy dx dxdz dx dy* \darj dydz àx dx 

.^{dzy,dr^^y,^d^z_ 
. ^ d^\dx) : dy da^^ dzdji^~: * 

<te* divdy dx dxdz elr r/ ?/ ' \dx) dydz dx dx 

' équations du second ordre , dont on tirera les expressions 
de ^ et après avoir substitué pour ^ étales valeurs 
précédentes. 

Ces mêmes expressions de -=-5 et -t-t peuvent également 

(UT »X 

être obtenues en dîffi^ntiant immédiatement les valeurs pré- 

cédentes de ^ et ~ 

ax dx 

£n continuant de la même manière, on obtiendrait 
les coefficients différentiels des ordres supérieurs des fonc- 
tions y ets. 



IX. CHAIitiKHENT DE LA VARIABLB INDÉPENDANTE. 

■ 

74. Nous avons indiqué dans le n* 9 la nécessité de distin- 
guer dané chaque question les variables'indépendaiites , c*eil* 
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à-dire dont ]e» valmmsont arbitrairast «i tes variableB loiif- 

tions de oeUes-cL Ces nolions ont été leproduitet dans le 

A3. Ijes opérations analytiques qui constituent le calcul 
diliert'iilifl sont essentiellement fondées sur la distinction 
dont il s'agit, qui doit être mainteiiiic dans toute l'étendue 
de oes équations » puisque les différentiationa auooesaiTes 
s^opèrent toujours en regardant conune des fiicteurs ooBr 
^stants les difTérentielles des variables indépendantes» ttndia 
que l'on fait varier les ditlV'ieiitielles des autres variableSi 
On peut toutefois, en ennployant certaines transformations, 
substituer dans le cours d'un calcul de nouvelles variables 
indépendantes à celles que Ton avait d'abord choisies. 

Pour se former une idée juste des transformations dont 
il s'agit , on se représentera que la résolution d'une question 
aurait conduit à une équation telle que 

dans laquelle tt serait regardée conune la variable indé- 
pendante, et y comme fonction de x. Cette équation 
établit une relation entre x, et les coefficients diûeren- 

tiels^, etc., qui expriment respectivement les 

tus OdB flâB 

des rapports subsistants entre les variations stan^ 



4y d^ 

tanées de x et des fonclionsly, -~ \ etc. On admet 

dix ax' 

maintenant que x doit (Uîsscr dNMre prise pour variable indé* 
pendante, et que Ton en prendra une autre désignée par t. Il 
est entendu par là que et y deviendront des fonctions de I; 
et néanmoins ia dépendanee établie ptimHfivement entre ces 
deux variables âr et ne doit pas cesser de subsister, ta re- 
lation qui liera t aux variables x et y, doit être donnée , soit 
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par une équation entre téiXy telle que ^ (t, x) = 0, soit par 
une équation entre t et y, telle que t/) = 0, soit enfin 
par une équation entre les trois variables, n {tj x, y) =0. 

Gela posé, il est visible que les coefficients dilféreii- 

c^' U^* ^ entrent dans l'équation F =0> 

doivent être remplacés par d'autres coeflicients différentiels 
de la fonction 1/ pris par rapport à (. Il s'agit d'opérer ce 
changement en conservant la dépendance de y à 2-. On y 
parmidni en lemarquant simplement que quand x est fooc- 
tkmdel, ety fonction de 9, on a, d'après la lè^ du n* 



dt~dx di* 



d'où l'on tire 



dy 

dy dt 
dx ~ dx* 
di 

expression qui doit être mise à la place de ^ dans Téqua*' 

aonF = 0. 

Cette pretnièie expression donne immédiatement cblle des 
ooelBciehts dilférentiëls des ordres supérieurs. Car en diflé> 

peiitiant les deux membres de l'équation préa^dente par rap- 
port à ^, et par conséquent regardant dt conime constante, 
il vient 

dx d^y dy d*x 
(£y da: _ dt dt* ~ dt dt* 



ou bien 
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U*y _ dl dt ^ ~ lit dt^ 
\di) 

« 

On déduira de même de cette expression » eu différentiant 
par rapport à I et diviflant par — , 

ai 

/^yrf'i/^ rf.c d^x d'y r/?//fRry_f/a- dy dKv 
tM. _ W/ àt, dt' dt* "^^f/fVdxy é dt dt^ 

\d() 

et ainsi de suite. 

« 

75. Lorsque ces valeurs auront été substituées dans Té- 
qoalion F s= 0, cette, équation oontiendra y, et leurs coef- 
ficients différentiels pris par rapport à t Si l'on a donné une 
équation = o/entre i ei x, on pourra remplacer, 

dans réquation F — 0, x et ses coeflieients différentiels par 
leurs valeurs déduites de l'équation * {(, x) = 0, conformé- 
ment à ce qu'on a tu n"" 73.. Alors w aura disparu , et l'équa- 

. ' dy d'y d 'y 

tion F = 0 ne contiendra que <, y, ^ , , -j^, etc. Si l'on 

a donné une équation w\t, y)=0 entre I et y, on pourra de 
même faire disparaître et les coeflieients différentiels de y, 

dx 

en sorte que l'équation F =0 ne contiendra que 

d^x d^x 

— , — ^ etc. Enfin si Ton a donné une équation entre 

les trois varialilesy n(lyâ;,^) = 09 on pourra faire dis- 
parattre à volonté x on y, puisque cette équation et ses 
différentielles successives prises par rapport à / ( en regar- 
dant X et y comme fonctions de donneront les valeurs de 
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dï' d?' *^ toûcUoa ^, -jg, etc., et réci- 
proquement. 

76. Si la relation établie entre t et les autres variables oon- 

dx d^ jr 

sistait dans réquation x = on aurait = -rr ^ 0, 

ol al 

r 

— = 0 , etc. , et les formules du n» 74 se réduiraient, coiume 

cela doit être k^zs^ ^_£l ^ 

cela doit être, a ^-j, SS"*?' S*" A» ' 

Si la relation dont il s'agit consistait dans l'équation y^ty 

. du d*ié (Tm _ 
on aiinut^ = l, -^=0, ^=0,ete., et oes mêmes for- 
mules deviendraient (en écrivant y au lieu de l) , 

dy 

^ 



d^ /dsV* 



W 



«lu» 
Etc. 



On doit donc remplacer —^y ^ ^ etc., par ces der- 
nières expressions, lorsque, dans une équation entre x et y, 
ayant d'abord pris x pour la variable indépendante, ou veut 
ensuite que y devienne la variable indépendante. . 

Tl« Les fonnules pvéoédeoles conduisent immédialaiiieot 
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à l'expression de la différentielle des fonctions inverses 
( voyez n» 35). 
L'équation 



du 1 

y = lx donne ^ = -, 



Ml' 



X étant regardée comme la variable indépendante. Si l'on 
veiit maintenant que y SQii la variable indépendante, on 

n»mplacera ^ par — » Qwi donnera 



11' dx 

-r- — - OU -T- = J?, 

dy • 

c'ei>t-à-dire , en mettant pour x sa valeur en y , qui est e", 

* • 

L'équation 

H i * . dy 
^ y^zmiLX donne ^ = cos..r, 

comme la variable indépendante. Si la va- 
riable indépendante doit être y, on écrira 

1 • dx i 

~,- = e(m^y on -r: = 



dx * dy 008.0;' 

dy 

c'est-à-dire , en mettant pour x sa valeur arc sin.y ^ 

c/.arcsiD.t/ _ 1 
dy ~ v/r=7»* 
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L'équation 



y = tang,x donne — ^ , . 



Donc 



± 1. ^-coi.»» itti ^arctaDg.y _ 1 

-t • . '- 

78. Les mêmes considérations s'appliquent aux cas où le 
nombre des variables est plus considérable. Si l'on avai^ jt^r 
exemple, l'équation : 

dans laquelle v et t désignent les deux variables indépen- 
dantes, y et z deux fonctions de i es variables , et qu'on vou> 
lût ensuite (irendre pour variables indépendantes s et on 
remarquerait que o et devenant fonctions de s et 1» tandis 
que y et jr ne cessent point d'dtre fonctionrde v et on a 

df~dDd5~^dsds' ift~d^ift"*"didf'. 

■ 

d'où Ton déduit pai" l'élimikiatîon 

dy àx dy dx * dy^ d» dy dv 

dy _ dt ds ds dt ^ ds dt ^ 

ito""rfa- dv dx dv^* dx dx dv dx dv* 

ds dt~~ dt d» ds '4U~dtds 

Oh obtiendrait des expressions semblables pour ^ ^ 

du At 

Von difléreutie les deux expressions précédentes ^ ^ 
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par rappoK à f et I , on ann tioîs éqnatkn» d'où l'on poiura 

tirer les expressions des trois coefficients différentiels daseoond 

ordre , 3— , et ainsi des autres coefficients diffé- 

dx* dxav du' 

lentiels. Il serait superflu de continuer plus loin la recherche 
de œs formules générales, parce qu'il convient mieux d'opé- 
rer dans les implications sur les expressions analytiques qui 

se présentent. 

79. Le changement des variables indépendantes a princi- 
palement lieu dans la géométrie , lorsqu'on veut passer d'un 
systèône de Coordonnées àim aiitre. Admettons, par exemple, 
que dans réquatîon 

et If représentent deux coordonnées op, mp (fig. S3). 
comptées sur deux axes rectangulaires, et qu'on veuille rem- 
placer X par l'angle «> formé par le rayon» vecteur oui avec- 
Taxe des X. On aura donc 

Cette équation, étant difiérentiée plusieurs fois de suite par 
rapport à dont y éLx sont fonctions, donnera des équa- 

étx 

tiens dont on tirera les valeurs de etc. , qui de- 

vront être su^tituées dans les formules du n"* 74. Les valeurs 
des ccetiicients différentiels ^ > ^ » > Représentées par 
ces formulea étant substituées dans l'équation F=0, cette 
équation sera entee »>îf> ^ » jjf^ 
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8i l'on tint diuger cnUèfement le tytièaie des coovdoa- 

tïées , en introdaisant à la place de y la longueur du rayon 
vecteur om , que nous désignerons par p, ou poseiuit après 
l'équation précédente 

y = psin.ci>, 

■ 

el difTérentiant cette équation plusieurs fois de suite par 
rapport à u>^ p étant regardée comme variable , on obtien- 

dnît des équaùoub dont, ou tirwait ics vulcuis de 

6lo.> qui devraient être substituées dans l'équation proposée, 

quisera alors entre ». . 3—, , etc. 

Mais dans ce dernier cas il eût é\é plus simple de poser 
immédiatement 

éL de déduire de ces dernières équations les valeurs de 

dx d^x du d*y • , . . 

T-, -r-5 , etc. , et 3^ , -r etc. Ces valeurs étant substituées 

dans les formules du n* 74, on obtienàrait ainsi les valeurs 

. dy d*v dp d'p 

éB -r-s -7^9 ^ ^»9f -T'y T^f qui devraient être 

substituées dans l'équation proposée. 



X. nrussioH gMrau tto uiviLomiiiIfT D^oiik vaMcnON sdiVamt 
UÊ voiMâna» nmàassiNi tk vahukjl thAwéhi sb tàviaii. 



80. La considération des coefficients différentiels ou des 
lions dérivées des divw ordres, donne les n^oyens de 



Digitized by Google 



— tf — 



développer me foBotioo queloooqoe m une série InAnlê 
ordonnée psr rapport eux puiMinoee entiéreB de la nfiabkf. 

Soit la fonction proposée 

En revenant aux notions présentées dans rartide VI, et 

continuant le tableau du n** 50, on en déduira par de simples 
substitutions, pour les valeurs correspondantes dex ei y, 



X 



y=y 



X 



L'expression de y; est indépendante de la nature de la 
fonctien : elle peut toiqoiin être formée tant qœ œtle I6m^ 
tion ne prend point des valeurs infinies dans l'intervalle des 
valeurs x et x + nAx de la variable. Ainsi nous pouvons 
écrire 



ou bien encore 



2 2.3 







. 2 



2.8 ^S? 



(Me éqoiliQû snlNisIa» qaeilé que soH te 
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à l'inlervalle constant At , et quel que soit le nombre fi. 
Adnjettons que l'intenalk' n^J• [ qui sépare les valeurs de x 
auxquelles répondent le,s valeurs y et de la fonction ) de- 
meurant constant, on fasse diminuer indéfiniment Ax, et 
augmenter indéfiniment le nombre n dans la même propor- 
tion. L'équation précédente ne cessera pas de subsister, et 
Ton peut espérer d'avoir encore un résultat exact en rempla- 
çant chaque terme par la limite vers laquelle il tend lors- 
que Ax tend à devenir nulle. Or, il est visible que la limite 

commune des fractions 1 » 1 — r r-, etc. , est l'unité , et 

n zit 

Au A-M a'm 

que les limites des rapports —, — ^, — ^, etc., sont les 

àx Ax àJC 

coefficients différentiel^ ou fonctions dérivées , ~ , , 

ax dx* ax' 

etc. Donc en faisant pour abréger nAx = A, on voit que 
réquation 

f(x) z=y 

* • 

conduit à la suivante • - 

nx+n)=y+h + 2 2:3 dx^ + 2:3:6 Sr^ ' + 

que l'on écrit souvent d'après Lagrange 

« 

en employant pour les coefficients différentiels ou fonctions 
dérivées la notation proposée par ce grand géomètre. Cette 
expression remarquable, appelée théorème ou formule de 
Tayloi', du nom de son auteur, doit ^tre regardée comme 
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rélément principal du calcul difféi-entiel et de ses applica- 
tions. Pour rendre rigoiu-euse l'analyse précédente, qui du 
reste a toute la généralité possible, il aurait fallu examiner 
de plus près ce qui arrive quand on passe à la limite en fai- 
sant Ax nulle et n infini. iMais nous donnerons dans les numé- 
ros suivants (n" 84 à 87 ) une autre démonstration (et celle-là 
complète au moins poiu* le cas de h, f(x) et f[X'\-h) réelles) 
de la formule de Taylor, en cherchant ce qu'il faut ajouter 
aux (X premiers termes de la série placée au second membre 
pour avoir la valeur exacte du premier membre f{x-\-h).Ei\ 
attendant admettons cette formule comme vraie, et ajoutons 
quelques remarques. * 
81. En faisant x=0 dans la formule de Taylor, et dési- 

gnant par y^, , ^ , etc., les valem^ particulières et con- 
stantes que prennent alors les fonctions y, etc., il vient 

ou , en mettant au lieu de h , 

Cette dernière formule est connue sous le nom de série de Mac- 
laurin. Quand on emploie la notation de Lagrange, on écrit 

En remplaçant a: par a et A par x — a dans la formule du 
n" 80, on trouve encore 

f{x) = f[a)+{x-a)r{a)+ ^^^^ r{a) f (-{a) + etc. 



Ges tamte et oeite da n* 80 dont eto tant dédnllit 
f«it à développer une foaolloii raivttit les puiMMCM €iitièrai 

de la variable x,x — a, ou h. Eu général , la série se prolonge 
à l'infini. Les fonctions algébriques entières composées de 
termes de la forme gx'"j m étant un nombre entier positif, 
produiseot seules des eaiies inies» iescoefficieiite dil ié roiikA i 
de fdiE^y d^iin ordre supérieur à m» étant mris oonne on 1% 
imarqué n* 86. D est d'aiHeiin évident si les dévebppe» 
ments de f(œ-\-h) et de /*[.r) ne renferment qu un nombre 
limité de termes, ils se réduis^Mil ulois> a «les polynonn s en- 
tiers. Si , par exemple, les dérivées /'''"*'\0), f*'^\^U ^> ■^■^ 
toutes nuUes> il reste simplement 

f («) m + mm + — + 2^ (oj.. 

en sorte que f{x) est, dans cette hypothèse , une fonction 
algébrique entière du degré n. 
82. L'équation 

est bien fikdle à établir par la mélindB des «oeffieiwll Mè- 
tenninéSf lorsque Ton sait, àjpriori, que la fonction f(x) est 
développable en une sérfo de la ferme A-)-^*1'Gâe'-f 

Bx^ + etc. Posons en effet 

Pèur déterminer les oonstaMes inoontoues A, B, C, D,...t on 

prendra les dérivées successives de Téquation ce qui 
donnera 

B 4- 2Cx + aDas^ 
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— 

et en faisant ensuite x = 0, on aura 

d'où résulte i équation qu'il fallait démontrer. 

On arrivera de la même manière à la série de Taylor, en 
posant 

(2) f{x + /i) = A-f B/i + CA«+ D/i'-f 



4 • •! 



el en différentiant plusieurs fois de suite par rapport à A, ce 
qui donne 



(8) df{x+h) ^ 3 ^ 2^j^ _^ 3jj^,_^ 

an 

(4) ^ï^)=2C + 2.3D/i + 

, V^i . . 

Faisons x-\-h = u, d'où f{x-{-h)=. f{u) : par le principe 
des fonctions de fonctions , il vient 



on trouve semblablement. 



4S -in- 



et ainsi de suite, de sorte que, pour h = 0, les dérivées 
successives 

df[x-\-h) iPf[x-\ -h) 
sont respectivement égales ïi 

En posant donc ^=0 dans les équations (2), (3), (^);***« 
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on obtiendra 
Un remarquera en passant que les deux dérivées 

dfjxj-h) dfjx+h) 
dx • dh 

ont pour expmBkm commune f{u], el aont par niile égalfis 
entre elles» et qu'il en est de mdme des dérivées des oidres 

supérieurs , en sorte que 

d*f{x-\-h) _ d;^f{x+h) 

83. Rien ne déterminant dans les formules du n* 8i la va- 
leur de^, ni la valeur de h dans la formule du n*80y lafimo- 
tkm y se trouve exprimée dans touta son étendue, ce qUi est 
très-remarquable, au moyen de la valeur de cette fonction et 

(les valeurs de ses coefficients différentiels des divers ordres 
qui répondent à une seule valeur de x. Ainsi donner tes va- 
leurs de la fonction et des coefficients différentiels pour une 
seule valeur de la variable , équivaut en général àdonner la 
fonction elle4néme. Mais il imparte d'observer que cbacnne de 
ces séries ne peut être égale à la fonction correspondante f x] 
ou f\x-\-h), et même n'a de sens, qu'autant qu'elle est con- 
vergente , c'est-à-dire qu'autant que les valeurs obtenues, en 
prenant un nombre de termes de plus en plus grand, s'ap- 
procbenl de plua en plus d'une certamé limite^ oUi ce qol 
est la même diose, qu'autant que l'on peut assigner deux 
limites aussi resserrées qn'on le vent, entre lesquelles la va- 
leur obtenue se trouvera toujours comprise, quelque grand 
que soit le nombre des termes que l'on ajoute. Dans quelques 
cas, la convergence d'une série est manifeste^ par exemple, 
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lorsque les termes diminuent progressivement à partir du pre- 
mier^ et sont alternativement positifs et négatifs, les résultats 
donnent évidemment des nombres qui diffèrent de moins en 
moins , et convergent vers un nombre intermédiaire. Lorsque 
les termes sont de même signe , la série est convergente si 
tous sont moindres que les termes correspondants d'une pro- 
gression géométrique dont la raison est plus petite que l'unité. 
Au contraire elle est divergente, si tous les termes sont plus 
grands que ceux d'une progression géométrique dont la rai- 
son est l'unité, ou plus grande que l'unité. En général, un 
examen spécial est nécessaire pour s'assurer si une série est 
ou non convergente. 

84. Pour résoudre cette question en ce qui concerne la 
série de Taylor dans le cas ordinaire de quantités réelles au- 
quel tous les autres peuvent se ramener, et aussi pour trou- 
ver avec quel degré d'approximation la somme des (x premiers 
termes de cette série peut fournir la valeur de f{x-\-h), cherchons 
l'expression du complément ou reste qu'on devrait ajouter à la 
somme indiquée pour avoir f{x-\-h) exactement Essayons 
d'assigner deux limites entre lesquelles ce reste soit compris. 

On parvient, au moyen d'un lemme très-simple, à détermi- 
ner les limites dont il s'agit. Soit une fonction quelconque <p( A) 
dont la valeur soit nulle quand la variable A=0: on peut affir- 
mer que si depuis h=0 jusqu'à une dernière valeur positive fc, 

le coefficient différentiel ]. est constamment positif ou 

an 

constamment négatif, et ne devient pas infini, la valeur de <p(A) 

sera positive ou négative , c'est-à-dire du même signe que le 

d.oih) ' 
coefficient différentiel. En effet, tant que y est positif et 

fini , la fonction croltpositivement à mesure que h augmente, ''t 
joi-squ'il est négatif et fini , cetlo même fonction croit négaii-r 
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vement. Mais cette proposition ne subsisterait plus daas les 
MB aè le eoefteieBl diiéreDtiel de?ieiidraît infini une oe ptu- 
ilBM Ibis dans lintemlle de a à A. 

CSele peeé, eoraparons f{x-\-h) au prunier ferme f{x)^ 
puis à la somme des deux, deâ trois, entin des (a premiers 

A* 

Usmm de la série A^l+ fV) +^', et pour fii^ 

les idées^ supposons h positi?o et variable à volonté depuis 0 
jusqu'à une dernière valeur à. Ne jirenant d*i|boi!d que le 
premier lamie /(x), écrivons 

f(x + A) = f(x) + A.n, 

fl étalât une quantité inconnue^ qui, lorsque k tend à devenir 
nulle, tend k devenir égale à ^'j^^ ' ^ question œnsisii^ 4 

dtaMW deu linites P, Q SBtiu lesqu 

tfuuw comprise, et qqi soiwl telles qu§ foa ait, qudle que 

/Tir-l-*)>/(j?)+AP 
/(»+*)</ï«)+AQf 

ou bien 

Ifais d*après le lemipe précédent , la première de ces fonction^ 
(doiit la valeur est nulle lorsque h = 0) sera positive, et la 
seconde sera négative , si leurs coefficients différentiels pris 
par lupuoii à h sont ^irmémas positifs ou négatifs, et ne 
deviennent poîQt ioiinisi depuis A =0 jusqu'à h ; o'esl^ 
à^diresirona. 
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dçpjii^ ^ = Û jusciu'à A = À. Or il est clair que l'on satisfera 
à cette conditioQ, ^* ^ preiiaut pour P la plus petite de 

toutes les valeurs cjue prend la fonction depuis 

h = 0 jusqu'à = A ; S» en prenant pour Q la plus grande 
des valeurs que prend la môme fonction dans le même in- 
tervalle. 

Admettons maintenant que l'on prenne les deux premiers 
d.fix) 

termes f{x) + h — '- du développement. On déterminera 

les limites du reste de la série en assignant les valeurs de P et 
Q, de manière que l'on ait, quelle que soit h, 



OU bien 



Les premiers membres sont nuls pour h = 0 : donc, d'après 
le lemme fléjà cité, les conditions que je viens d'écrire seront 
satisfaites si le coefficient différentiel de la première fonction est 
j)ositif dans Tintervalle de 0 à A, et si le coefficient différentiel 
do la seconde est négatif dans ce même intervalle, c'est-à- 
dire si l'on a 
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filais ces «NidilioDS wmX eUeMOtaes satitfttles si , différan- 

tiant de nouveau par rapport à 4 , on pose 

Donc on doit prendre ici napecUvement pour P et Q la plus 
petite et la plus grande des valeurs qui peuvent appartenir au 

coefficient différentiel du second ordre , dans Tin- 

tervaile de 0 à A. 

Supposons encore que prenant les trois premiers termes 

f[^) + ^ + Y do dévetoppement, on veuille 



assigner les limites du léate. H s'agîn donc de déterminer P 
et Q de manière que Fon ait 

Or ces conditions seront satisfiûtes si l'ona 

dh "S — - 2Q<0. 

Cpn d^i'pjèro.s le ^ront ellc-rniine» si Ton ^ 
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dh} dx^ ^ " 

d\f{x+h) d},f{x) 

~~dh^ rfir-'^Q<0. 



Enfin relles-ci le seront si Ton a 

d\f{x+h} 



dh* 
d'.f(x-^h) 
dh^ 



P > 0 



-Q < 0; 



c'esl-à-dire si l'on prend pour P la plus petite, et pour Q la 

plus grande des valeurs qii'aftectcra la fonction ^ ' ^L^,"^ 

« dh 

dans l'intervalle de 0 à A. 

En continuant de la même manière, on voit que tant que 
les coefficients différentiels ne deviennent point infinis, on 
peut développer une fonction par la série de Taylor, et s'ar- 
rêter à un terme quelconque, en fixant les limites de la valeur 
du reste que l'on néglige. Nous remarquerons d'ailleurs que les 

coefficients différentiels ^-f^^'^^) ^ ^f^^"^^) ^ diffèrent 

an an 

. _, d.rx+h) (P.fix+h) . . d.f{u) éP.fiu) 

si u = x-^h. On est donc assuré que la valeur de la série est 

toujours comprise entre celles des deux expressions suivantes : * 

• ». 

'W+'i-;^+ 2 dx' "^2.3 rfx» "^2.3.4 

P et Q désignant respectivement la plus petite et la plus grande 

d^ f(x] 

valeur que puisse prendre le coefficient différentiel pour 
loulcs les valeurs de |a variable comprioes entre xei x h. 



«il 



Google 



8S^ li est vinble, 4'apffès ce gui précède, que l'on aura 
toiqoiun la valeur exacte de f(^+h] en prenant pour dernier 

terme le produit de — -r par un certain facteur compris 

entre P et Q, c'est-à-dire par une quautitc cuuiprii>e entre la 



d\l:f(x) 

dxv- 



plus grande et la plus petite dea valeurs de la fonction 

qui ont lieu dans l'intervalle de « ii. Si cette fonction 
est continue, le fiideur dont nous parlons sera évidemment 

un^ 4és Vfileqrs qu'elle prea4 dm VÎAtfi'V^l^ ii^(%lé- 6'^ 
çe qu'o^ déprime en écrivant 

• • • 

ê 

» est ici un ncualw ineMum compila ent»0 M ftioitâ 
Jusqu'ici nous avons supposé & positive; mais me anali^e 

toute semblable, appliquée au cas de h négative, conduirait, 
après des changements de détail, précisément à la même 
formule. Le cas d^ A négative se ramène d'ailleurs à celui de 
h positive, en .posant As=s — kf x=z — y, /'(x)=F(y), d'où 

f(x)*P=F(>)rfy=-r(y)ér, r lirl=-n«) et 

ralement F" [y) — [^KYt (^)* Da Ui on cotiidut sans peine 
en développant F (</ -|- W » c'est-à-dire isuivaut les 

puissances de k , l'entière génécalité de la formule que pous 
venons d'obtenir. 

Queli|ues géomètres éçriven^ encore le dernier tesme de 
cette manière, 

••••I» 

afin d'indiquer que Ton doit mettre pour x dans ce terme» 
sous le signe de la fimoHon, une des valeurs de la variable 

comprises entre x eix-i-h. Cette valeur est inconnue^ mais 
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on saitquel'on a une limite supérieure des valeurs de f^-^-li) 

dv-.fix) 

en mettant celle qui rend le plus grand possiblej, et 

une limite inférieure de f{x -\- h) en mettant celle qui rend 
le momdre possible. Il est évident d'ailleurs que*$i la 

fonction ^ [^^^ est constamment croissante ou constamment 
décroissante depuis a; = x jusqu'à x=x-\-h, les limites dont 
i! s'agit seront données par les valeurs qui répondent 

h x=x ei h x=x-{-h: 

86. On peut, comme dans le n» 81 , faire x = 0 dans la for- 
mule précédente, puis écrire x au lieu de A, ce qui donnera 

* • 

0 désignant toujours un nombre dont la valeur n*est pas dé- 
ttrminée, mais se trouve comprise entre 0 et l'unité. On 
obtiendra deux limites entre lesquelles la valeur de f{x) sera 
nécessairement comprise, en mettant dans le dernier terme, 
pour la plus petite et la plus grande valeur qu^ prei^qe 

ce coefficient différentiel dans l'intervalle de 0 à 

87. Au moyen de l'expression du reste de la série de 
Taylor, que nous venons de donner et qui est due à Lagrange, 
la solution des questions relatives à la convergence et à la sonune 
de cette série devient plus facile. En effet, la série est nécessaire- 
ment convergente, et a pour somme f[x-{'k)y si la valeur du 

lA ♦ • d^.fix + ^k) , . , , 

terme complémentaire r-r-; — —rr. devient plus 

^.3.4.... dx^ ^ 

petite que toute grandeur donnée lorsque le nombre 

augmente indéfmiment. On trouvera plus loin, § XI, l'ap- 

pU^tioB de ce principe général à des exemples choisis. 



Digitized mlZooglc 



1 



— 9t — 



àh^lmêiried» Toffimr nê damu pokii k diveloppenmi ^ 
la foncUatL 

Bè. L'existence de la série de Taylor suppose que la fono 
tioiî y = /"(t), et ses œefficicnts différentiels flx), f"(x)y etc., 
ne deviennent pas infinis pour la valeur de x à partir de la- 
quelle raooroisseiiieBt désigné par ^ est compté. Si le oon- 
tmiie a lien, la série sont en déAuit Soit par eiemple la fooe- 

tion /(jp) de la forme ; — *a désignant un nombre po- 

vfS&y et Y[x) une fonction de qm ne devient pas nulle ni 

infinie lorsque x = a, Si^ conformément aux règles précé- 
dentes, on développe en une série ordonnée 

{x-\-h — a)* 

suivant les puissances entièresde A, tous les termes deviendront 
infinis lorsqu'on y fera «sa. Cependant la fonction a alora 

une valeur déterminée qui est ; ^ — - . Jdais conune le dé- 
veloppement de cette valeur suivant les puissances de h doit 

nécessairement présenter des puissances négatives de cette 
quantité, il ne peut plus être donné par la série de Taylor. 

89. Soit encore la fonction log.x. Tous les termes du dé- 
veloppement de log.(x + ^) <ieviennent jnfinis lorsqu'on y 
dp=0. Cependant la fonction présente alors une valeur 
, qui est log. h ; mais cette valeur ne peut être re- 
présentée par une série ordonnée suivant les puissances en- 

1 

tièresde puisque log. A = — ^ lorsque àsa 



90. La série de Taylor donne naturellement des résultats 

I, lorsque la fonction proposée A«) contenant des 
, la valeur particulière attribuée, à x fait disparaître 

ces radicaux dans )a fopctio)i et daut» ses cocfiicients diffé* 
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renliels. Pour en concevoir la raison, il faut remarquer qu*nn 
radical de la forme \^{x — a)', pelq désignant des nom- 
bres entiers, qui fait partie de la fonction f(x), donne à cette 
fonction autant de valeurs différentes réelles ou imaginaires 
qu'il se trouve d'unités dans le nombre q. Comme ce même 
radical se reproduit dans les coefficients différentiels de 
la fonction , ces coefficients présentent eux-mêmes , conmie 
cela doit être, un nombre q de valeurs. Ainsi il y a, 
à proprement parler, autant de développements particu- 
liers et différents les uns des autres que le radical dont il 
s'agit présente de valeurs. Mais si l'on donne à a: la valeur 
particulière a, le radical disparaît de tous les termes de la 
série, tandis qu'il subsiste toujours dans la fonction, où il 
est devenu y Af. Donc la série ne peut plus alors représenter 
la fonction, puisque celle-ci a plusieurs valeurs, tandis que la 
série n'en aurait qu'une. L'analyse résout cette contradiction 
en donnant des valeurs intinies aux termes de la série, qui 
né représente plus alors de résultat déterminé. 
Le développement de f{x) doit ^ dans le cas dont nous nous 

occupons, contenir des termes affectés de On connaîtra 
ce développement en faisant dans la fonction proposée 
x = a-\- h,ei développant f{a -\- h). Les puissances fraction- 
naires de h paraîtront dans ce dernier développement. 
9i. Soit , par exemple 



qui donne 



f (j?/= 2ax — x* + a^x»— a* , 



etc. 



En faisant âp = a, on a f{x) = a* , et les coefficients différen- 
tiels de tous les ordres sont infinis. Cette circonstance indi- 
que que le développement de f(x-\- h) doit ici contenir des 
puissances fractionnaires de h lorsque œ = a. La fonction 

devient alors en effet 
« 

f{a+h) = à} — h}'\-a\/ïi ^2a+h ; 

• ••.'/. 

dont le développement suivant les puissances de h contiendra 

1 « 1 
les termes /i% etc. 

9t. On doit remarquer d'ailleurs qu'un radical contenu 
dans la fonction f{T) peut disparaître de deux mani^^e8 diffé- 
rentes lorsqu'on attribue une valeur particulii'Te à la variable 
savoir : V parce que la quantité contenue sous le radical 
deviendrait nulle; 2" parce qu'un facteur dont ce radical se- 
rait affecté deviendrait nul. Dans le premier cas le déyelop* 
pement déduit de la série de Taylor ne peut jamais convenir 
à la fonction f{x -\- h) pour la valeur particulière de x dont 
il s'agit j par la raison indiquiîe n" IK). Mais il n'en est pas 
de mrnie dans le second cas, parce que le fadeur dont le ra- 
dical est afïeclé, et qui devient nul dans la fonction, peut 
cesser d'affecter ce radical dans les cocflicients différentiels 
des ordres supérieurs , en sorte qu*il ne disparaîtrait pas , et 
que la série présenterait en conséquence le nombre de valeurs 
nécessaire. Cette série convient donc aux cas dont il s'agit, 
et donne une valeur déterminée. 

93. Si par exemple la fonction proposée était 



f{x) = (aî — ap \x—-b ; 
m étant un nombre entier positif, on trouverait 
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2ya; — 6 

--j^=m(m~i)(g— ar-yx— 6+ 4» 

etc. 

Chaque différentiation fait disparaître dans le premier terme 
un des facteurs de (x — a )"*. Après un nombre m de diffé- 
rentiations ces facteurs auront entièrement dispiru, et par 
conséquent la supposition x = a^ en rendant nuls tous les 
coeflicients différentiels des m premiers ordres, laissera sub- 
sister le radical \jx — 6 dans tous les autres. 



Valeurs des quantités qui se présentent sous la forme 

0 

indéterminée 



94. Les notions précédentes s'appliquent directement à la 
recherche de la valeur des fractions , telles que 

qui , pour une certaine valeur x = a de la variaWe , se rédnî*-' 

sent à l'expression indéterminée g. 

La valeur a? = a étant supposée réduire à zéro les deux 
termes f(x) et F{x) y demander la valeur de la fraction dans 
ce caS; c'est évidemnient demander la limite dont s'approdie 

f(x] 

indéfmimenl le rapport lorsque x tend à devenir égale 
à a. Or, tant que la variable x demeure indéterminée, on 
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peut toujours, en développant les deux fonctions par le théo- 
rème (le i aylor, poser l'équation 

m + *r(ar} + V"{x)+ 1^ + etc. 

Supposons d'abord que les deux développements ne tombent 
point, lorsqu'on donne à jr la valeur particulière a, dans les 
cas d'exception considérés dans les n* 88 et suivants. On 
auift lévidemment la valeur demandée en faisant d'abord 
«sa, pois en examinant vers quelle limite tend le second 
membre lorsque h tend à devenir égale à zéro. Or, puisque 
f(a) et F (a) sont nulles par hypothèse, cette limite est évi- 
demment 

• • • • 

(M 

c'est-à-dire le quotient des coefficients différentiels ou des 
fonctions dérivées du premier ordre des fonctions f[x) et 
lP(x), dans lesquelles on a fait x = a. 

Si la valeur x^a faisait «usai évanouir ces deux coeffi- 
cients difiévenliéb du premier ordre, on tfouvendt alors de 
la même manière^ 

» 

pour la vakor demandée. Et ainsi de suite en prenant tou- 
jours pour la valeur de la fraction proposée le quotient des 
deux premiers coefficients différentiels que la valeur â?=a 
ne rend pas nuls en même temps. 
Mais si le premier coefficient diffikentiel , qui ne s'évanouit 
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pas au numérateur, n'était pas du môme ordre que le premier 
coefTicient différentiel qui ne s'évanouit pas au dénominateur, 

il est visible que la valeur demandée serait 0 ou c'est-à-dire 

nulle ou infmiment grande, suivant que le nombre des termes 
qui disparaissent au numérateur- est plus grand ou moindre 
que le nombre des termes qui disparaissent au dénomina- 
teur. 

95. Si l'on admet maintenant que les deux fonctions f[x) 

et F(:^) , ou seulement l'une d'entre elles , ne puissent \m se 

développer suivant les puissances entières de h lorsqu'on 

donne à x la valeur particulière a , conformément à ce qu'on 

a vu dans les n"* 88 et suivants , la règle précédente ne pourra 

plus s'appliquer. Il faudra alors, pour connaître la valeur de 

flx] " '^^ " 

la fraction —-4, développer les deux termes de la fraction 

•ï^W- ... 

i^!^ i" ^! en deux séries qiii contiendront des pui^nces né- 
F(a-I-A) 

gatives ou fractionnaires de A , puis faire /i = 0, .iprôs ffOir. 
supprimé le facteur commun au numérateur et au dénomi- 
nateur. • * - nl> M 

9(>. Soit par exemple la fraction i 

i—x ' 

dont on demande la valeiir lorsque j:=I. Le rapport des 
coefficients ditTérentiçls du premier ordre des deux termes est 

1 — 



— 1 ' » 

et en faisant' jp= I , on trouve n. En effet la fraction propo- 

r» ANNÉE. 7 . 
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iée représente la somme des teniMS de la ptogresskm §éo* 
métrique «+ +«•+.:..+ «^ 

Soit encore la fraction 

1 — (ii-H)aj»+iiJ*-»-* 

qui est le co^Scîent di£Pérentiél du premier ordre de la pré- 
cédente, et qui représente par conséquent la somme des 
termes de la série 1 + 3j7* -f + w-p*"*. Le rapport 

des coeflicients différentiels des deux termes est 

♦ 

— 2(1 — x) • • 

et comme il devient ^ quand on fiut'xs= I , od prendra le 
' rapport des coetlicients ditiérentiels du second ordre, qui eat 

* — (n — ij -f +n»(n + i)x^'^ 

« 

et en lusant x^i on trouve ^^ ' ^ poitf la valeur de- 

mandée. . . 

, fil la fraction proposée est * * ^ 

* 

désignant on nombre positif, on ai pour le rapport des 
ooeffidents dlflérentiels des deux termes 

1 
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0 

Ainsi la valeur «le cette fraction^ correspondante à ^ = 0, 
i 

est -, 1 ou 0 suivant que Texposant n est > I , = 1 , ou < I . 

g* I sin X 

D en est de môme à l'égard des fractions — et — 5-, 

X X 

n désignant toujours un nombre positif. Quant à la fraction 
^ — ^2£l^ j il faut passer aux coetlicients différentiels du se- 

OC 

cond ordre, ce qui donne — Ainsi la valeur de 

nin — \ ]x 

1 1 * 

cette dernière fraction correspondante à x=0 est -, - ou 0 

suivant que Texposant n est > = 2, ou <2. On voit par là 
que X étant plus petite que toute grandeur donnée, ou inti- 
niment petite , 1 — cos. x est infmimeut petit par rappoil à 
.a: ou à sin. JT. ' ^ 

97. Mais si l'on proposait une fraction telle que 

t 

» * * - 

et qu'on demandât sa valeur dans le cas où x=ay cçnime le 
numérateur et le dénominateur *ne peuvent pas se développer 
suivant les puissances entières de h lorsqu'on y iriet a-\-h ii 
la place de x \lours coelficicnts différentiels devenant inlinis 
lorsqu'on y fait x = a)y il faudrait, comme on l'a dit n" 95, 
faire x = a + A, ce qui donne 

• .. iv 

et en développant suivant les puissances dé h y puis suppri-» 



0 
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mant ie facteur commuo aux deux termes de la fntction, 
il vient 

2vVi 



• « 

On trouve jdonc, en faisant h = 0, iK)ur la valeur do- 
mandéé, 

9B. On se rend compte fiEusilement de ces résultats par la 

flx) 

géométrie. La fraction pifopoiée étant soient lin et MN 

(fy, 24) les courbes dont les ordonnées sont respective^ 
ment représentées par f(x) et F(x). Cette fraction exprime la 

Pn 

valeur du rapport — des ordonnées des deux courbes qui 

correspondent à une même valeur OP de l'abscisse x; et 
puisque les fonctions f{x} et F(a;J deviennent nulles lorsque 
â7=a, il s'ensuit nécessairement que les deux courbes se 
renooiitrent en un même point de l'axe des x situé à la dis- 
tance OM s= o de l'origine. Demander la valeur de la fraction 

f{x) 

^rr lorsque «=0, e^est donc demander la* limite vers la- 

F(x) ^ 

quelle tend le rapport des deux ordonnées Fit, PN lorsque la 
distance MP tend à devenir nulle. Ûri cette limite est évidem- 
ment le rapport des deux tangentes trigonométriques des 
angles formés avec l'axe des x par.les tangentes menées aux 



deux coarbes au point M , c'est4k-dire 
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Si les deux coefficients différentiels f(x) et F[x) étaient 
nuls pour la valeur x = a, les deux courbes auraient alors 
au point M l'axe des x pour tangente commune. La limite 

ria) 

du rapport des ordonnées serait donnée par la valeur , 

r ia) 

car le coefficient différentiel du second ordre est alors pro- 
portionnel, ainsi qu'on le verra dans la suite , à l'intervalle 
dont la courbe s'éloigne de Taxe des x , lorsqu'on s'avance 
sur cet axe à une distance infiniment petite du ()oint de 
contact ... 

XL DÉVELOPPEMEM DES PONCTIONS SIMPLES d'unÈ VARIABLE. 



r Fonction or"*. 



99. L'expression des coefficients différentiels des divers 
ordres de la fonction j" a été donnée n" oi. On a généralement 

^ = m(m - 1) (m - 2) (m - 3) (m - ix+ljx-^^ 

■ « . 

Il en résulte que l'expression de {jî + ^)"*, en tenant compte 

du reste de la série conformément à ce qu'on a yu n" 85, est 
. •* • 

^ m(m - i) (m (m - tx+i) ^^^q^^.,,,, ^ ... 

6 désignant toujours un nombre compris entre zéro et l'unité. ' 
Nous admettrons dans ce qui va suivre que la valeur de x 
surpasse celle de A, et que x ei h sont positives, ou plutôt 
sont de même âigne : si ces deux quantités étaient de signes 



Digitized by Google 



opposés^ et si ea même temps la valeur numérique h 
plua petite quB celle de le tbéorènne |u«pï4 9W 
uriveronfl «bystepût encore, mai» il eugveil mm dé» 
roonstratîon parliculiè^p. Les deux limites, de la valeor dn 

fiicteur + sont évidemment ir^~** et A)*"»*, 

en sorte que la valeur du développement e^t comprise entre 
les valeurs qui correspondent à ces deux limites; et q^p^ 
prouver que le U^fém 9e léduil k ^ fm ikmm, 
Pir, eii Fenan^ les deuY Im^^ di| Imw 

* qui représente os reste seront égales aux limites préc^^tes 
multipliées respeclivement par les rapports 

m—y. à K à 

dont la valeur sera tovyours plus petite qq(» Tunité , pour des 

valeurs de ^ très-f;randes^ si - est luî-m^me plus petit qi^ 

Tunité. Ces deux limites diminuent ainsi indéfiniment lorsque 
(A augmente y et il est aisé de voir qu'elles se xikluisent à zéro, 
ainsi que le reste de la série ^Jorsque (A=cy:>. La série infi- 
nie ^> ^ convergente et égaleà(âp-t- A)**. Mais 
eUe ilnirait par être divergente , quoiqu'elle p<H éti» otmvar- 

gente dans les premiers termes, si ^ était > i. 

iUO. £n divisant les deux membres par x'^, puis écrivant 

à la place de on a 

/M , ^ M , . m(m—i) , , m(iii— «i){m--2) . . 
(l+x)»=:t-^mx-h — ^x't-S '«•-f...M . 
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La série îDiliiie cp'on obCîendia en tûtasA 
sairament convergente lorsque x sera < !• 

D'après œ qui précède , la formule du binôme de Newton, 
qui est donn«V' dans les éléments pour le seul cas de l'expo- 
sant m entier et positif • se trouve démontrée , quel que soit 
celeipoaaiit 



101. On conformément aux n"^ 19 et 57, 

les signes supérieur et inférieur ayant lieu respectivement 
lorsque \». est impair ou poIr.'Par oonséqueni, d'après la 
HP 85, la valeur de log, {se+h) est exprimée par 



Le cesls de la série se réduire à 0 pour (&=o>^ pourvu 
quériàisîpf>ort - ne surpasse pas l'unitA» On s'en convainera 
en observant que les limites de ce resté sont égales aux £bo- 
teurs et ^ ^^^^ multipliés par ±: log. c toutefius 

cela suppose que le reppbrt - est positif : s'il était négatif, 

il faudrait une autre demonsirutioii que nous ne donnerons 
pas ici. Nous supposons le logarithme pris' dans un système 
quelconque. 811 est pris dans le système dont la liaae est s, 
on feralog.fal. 
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i02. Si l'on lait x l , et si l'on écrit ensuite a; à la place 
de h, la formule préc^ente donne 

et si le logarithme est népérien^ on a simplement 
Ht — a? 2 + 3 ^ ai - ^ 

Les séries sont convergentes lorsque x est compris entre -f I 
et— .4. 

En flusant X = i la demièie équatkm donne 

» 

1 ' 1 i l 

i 

et ea faisant = — 

1 i i 

Ainsi la sulfé 4 + s + ô + î+ P** conver- 

2 V « 

gente. 

Si Ton ajoute entre elles les deux équations suivantes 

— log.(i— a;}=log.«^ar+ ^ + j + ^ + etc^. 
il viendra . « • 
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103. Nous indiquerons succinctement la manière dont on 
a effectué le calcul des logarithmes. La série qui donne 
log. (1 + ar) , lorsqu'on y fait x = y — 1 , devient 

log.?/ = log.e[î, _ 1 _ I (j, _ 1)«4- J (y _ 1)3 _ i (y-i )v 4- etc.] ; 

et si le logarithme était népérien , cas dans lequel nous le 
désignons simplement par la lettre on aiu^it 

pes formules ne pourraient être employées qu'autant que 
le nombre y différerait très-peu de l'unité. Mais si Ton fait 

y=V^, r désignant un nombre quelconque, la première 
donnera 

* • 
log.'^ = r log.c [^^ - 1 - ^ (^^- 1 )' + ^ (y'J- ly - etc.] ; 

et si le nombre r est pris négativement , 
.o,..^H<^.,{l-^ , l -L>) V » _ ^ \ etc.]. 

Ces deux séries , dans lesquelles on peut donner à r telle va- 
leur que l'on veut, seront très-convergentes si l'on prend 

le nombre r tel que vTdifÏÏTe très -peu de l'unité. Dans le 
calcul que nous avons en vue, on peut supposer d ailleurs 
* > 1 , et alors la première série ayant des termes alternati- 
vement positifs et négatifs , tandis que tous ceux de la se- 
conde sont positifs, on a . 
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Ce qui donne deux limites que l'on peut resserrer à volonté an 
augmentant l'exposant r du radical. 

lOi. 11 est nécessaire toutefois de connaître log. e. On y 
parvient en remarquant que a désignant la base du système 
auquel appartient log. s, on a e=d>^; et en prenant de 
part et d'autre les logarithmes népériens 1 =log. e. la^ d'où 

log.e=^^. Uexptessîoo de du numéro prôoédept buniit, 
si a diffère peu de l'unité) 



et d'ailleurs !os formules pour log. appliquées au cas d'un 
logarithme népérien, donnent 




Le nombre la , c'est-à-dire le logaritlimô népérien de !a base 
du système, est noninic par les géomètres le module. Dans le 
syatèmedeslogarithmesnépériens le module est égalà IHmité. 
Lee logarithmes pris dans le système dont la base est « étant 
multipliés par (a ou le module, deviendront les logarithmes 
népériens. • • 

105. Dans le système des logarithmes ordinaires la base a 
s 10. Ëu prenant r on trouve eu extrayant (îQ ïoi» laxa* ' 
cine carrée du nombre iO, 



Digitized by Cooglc 



. 107 
t • 

^ÏÔ^ i,00000 00000 00000 00199 7i74U 0812^ 50527 
^ = 1,00000 00000 00000 00086 73617 37986 A0354. 

Donc 

la 190 71742 08135 60627 * 

ét 

la = = 2,30258 50930. 



On Mt «mttHiipyer paf 6e deroiar nooibre left togantimieB or- 
diiiaires pour lescbanger en logarithmes n^iériens. 
IVaprès cela ie logarithme d'un nombre quelconque, de p 

par çxeiuple, s'obtiendra en ^xtrayaDl-soixante fois sa racine 
carrée, ce qui donne 

^*^=r AddPOOO 00000 00000 0009Ô 26942 64074 58932, 



d'oft 



irwr 1- V^^~* - 95 26942 64674 6»932V , 
^ ~ ^^^^^^ ^ 

On peut ipnarquer que, d'après la formule du n" 100^ on a, 

'..».. * 



d*oii l'on conclut facilement que lorsqu'on extrait la racine 
carrée d'un nonlbre qui n'a que Punité avant la virgule, 
et qil'^ i'airète à deux fois autaAi de décimales qu'il y a 
de iM apfèe U virgule, la partie décimale de laradne 
^ eUMtmift ^ nnm de la parti» #M»4a 
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Gomine la formule du n<> 102 donne d'ailleurs sensiblenient, 
pour œ petit» log.(l+^)=^ ^9 ^ momiatt de plus 
que les parties déciiiiales dont il s'agit sont proportionnelles 

aux logarithmes et les donnent immédiatement. 

{ Voyez sur ce sujet le Précis qui est devant les Tabkê de 
loDiori^M^de Gallet.) 

cl' 

loti. D'après les n" 22 et 08 on =(/a)i*,o% d'où l'on 
conclut 

Les deux limites du tenue qui exprime le reste de la série 
comprise dans la parenthèse sont respectivement ^-^p^!^ — h^, 

^ J^^^ eeU^ expression la est le logarithme 

népérien du nombre a. tu série est ronvcrgeute, quelles que 
soient h et x; car en prenant un terme de plus, l&s expres- 
sions des limites du reste seront égales aux précédentes mul- 

tipliées par ' , d'où Ton conclut que les restes tendent à 

, t * 

devenir nuls lorsque |a augmente indétiniment. 

107. En divisant par a', puis écrivant à la place de À, il 
vient 

■ . 

SironlàH4P=:l^ona 
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i<-H-/u + .jj + 2.3 + 2.3.4 + etc., 

ce qui donne la iMse « «n fonetion dn modole, comme la 

série du 104 donne le module en fpnctiou de la base. 
Sii'onla^p=e>ona 

. ■ » • 

série qui est toujours convergente. En supposant ar=l , on 
retiouve, comme cela doit être, l'expresaioa du nonibie e 
donnée 16. 



't 

408. Noua avons j d'iqurèa le n* 59, 
Par conséquent, 

* ♦ . 



* ' *^ iÈû^^'^^*^'*^ ""273.4. iT" 

, 'C08.X , sin.j: , 
<;os ^x-^/4;= COS.U.- — siD.a;./i —y- - " "r 

,• . ' V . . •: COS. (x-f ^J/t+ ) ■ . . 

eoa# 1 \ 

* ' - ■ 

Comme la valeur dtf sinus ou da oosimu d'uir iit ^|lmon- 



» 
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que 68t toi^oan oompriae «itie— I et +1» les termes qui 
représenteiitlesiestesdeceftdeax séries sont néoessairameiit 

oompris entie — r-;^-. et + 



Les s«''ries sont toujours convergentes , quelli^s (|ue soient 
h et Xf puisqu'en prenant un tenue de plus ies limites des 
restes sont égales «ux précédentes multipliées par le rapport 

« rapport qui diminue indéÛDimeni lorsque |& augmente 

de plus tMi plus. 

409. On peut faireâ;=0, puis écrire x à la place de h, ce 
qui donnera 

àu.x=j: - £3 + - 8^4.618,7 

On a ainsi deux séries, toujours a>nv er^entt;s, et qui jouissent 
en outre des propriétés particulières aux séries dont les 
tqrmeS' sont alternativement positifs et négatifs. Ces expres- 
sions ont été données par Newton. 

On ne doit point perdra de vue d'ailleurs^ soit en fiûsant 
usage de ces formules, soit dans toute autre occasion , que la 
lettre x désignant un arc esl loujoui-s le nombre abstrait qui 
exprime la longueur de cet arc dans la circonférence dont le 
rayon est Tunité. Tant que la quantité x est sous Tes signes 
sin.>cos., tang.^etc., on peut concevoir cette quantité expri- 
mée en degrés da quart de cercle; mais on doit, quand eUe 
est hors de ces signes, lui donner sa véritable expre^ion. Si 
on continue à l'exprimer en degrés, dont VK) forment le quart 
de cercle, il faut alors multiplier le nombre de degrés par le 

rapport 
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440. ttcMU pmàtdfùÊ enom ptm etmfk la Ibnctloii 

y=arc tang. jr. On a , d'après le n'' 35 , 



DonCy en dUféreatiaat ^ et ooiuidéraiit que dans le fleoond 
membie y est fonctum de x, 

^ = — 2jB0B.y siiLy. = 2 (my. ain.y. cos.«y 

fiAjooiiUauaoi à différanUfif^ on trouve 

3«^à(c<A^^ eûs.>-.|fauS|i coÉL^.Éiiw^ 

=. 2.3.4 cos.ôy. COS. '^y , * 
et ainsi de suite. Ainsi Ton a 

arc, taDg.(x + A) = y + cos.|f. cos.y./i — fim,2y. coa.*y. ^ 

A' /i^ fc» 

— cos.3y COS. 'y j + siiL4y.xîos.*y. y + cos.5y. cos.«y y — etc., 

formqle qui donne TexpieMion de l'arc dont la tangente est 
x-{-hy en fonction de f'are dont la tangente est x. 
Si Toii suppose 0^ = 0, il vient 

A* a* ik' 

arc taiig.Ai^a;-y + etc. 
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Celte dermère foninile a été donnée par Leibnits, On eu dé- 
duiten foisantAssI 

expression remarquable du rapport de la circonférence au 
diamètre. 

XII. RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LRS FONCTIONS KXPONEMlKLLES 
ET -LES FONCTIONS TRlGONOMETRli^lSS. 

lil. On sait que y oonibrmément aux notations adoptées 

dans l'analyse , on exprimo par le signe — ' la quantité 
qui y étant multipliée par elle-même^ dopnerait — i. Quoique 
cette quantité » à proprement parler, n'èxiste pas » et que 

l'expression \l — l et toutes les fonctions (jui en dépendent 
soient p;ir c*itte raison appelées imaginaires y on peut néan- 
moins ieâ fiouiiu tti^ \ toutes les opérations analytiques, eu 

considérant V — ^ comme une constante. Nous remarque- 

rons que Ton a pour l'expression des puissances de v — 1 

(v~i)' = i 

(v— 1)'=-1 
etc. 

* • 

Nous rappellerons aussi que si Ton a ube équation teHe que 
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A,B,P,Q étant des quantités réelles , on en conclut néces- 
sairement 

A = P et B — 0; 
par conséquent si Ton a 



A + Bv/— l = P, ou A-f By— l =0\'^— î 
on en conclut de la même manière 

A = P et B = o, ou A = o et B = o. 
412. La quantité imaginaire 

peut toujours se mettre sous la forme 

P (COS. 9 + v'— 1 ain. f) » 

p et-o désignant deux quantités réelles, dont les valeurs sont 
déterminées en posant 

pcos.?=ra, d'où c— 4-v'«' 005.9=-, 

P 

psin. 9=6, sin.9=-. 

P 

Ui quantité p, qui est toujours un nombre positif, est appe- 
lée le module de l'expression imaginaire a + b y — i ; o re- 
présente l'un quelconque des angles, dont le cosinus et le 
sinus sont donnés par' ces expressions. 

113. Cela posé, reprenons le développement de la fonc- 
tion c' donné n* 107, qui est 

X* 0^ 3^ 

2" + 273 2:3:4 2JÛ:5 2..3.ri. 5.6 0X5:6:7 



' -ntfi^ [ C"; notule 



£d rabfttiluaat dans cette équation x^^^ à la place de Xj 
elle deviendra 



+ etc. 



3 2.3 ' ' 2.3.4.5 

x\/— 1 



2.3.4.0.6 2.3.4.5.6.7 

Or, en comparant la série du second membre aux développe- 

monts (le cos. x et sin. x donnés n" lOU, on voit qu elle re- 
vient à cos.j?4~ ^ — isinjp. Donc 

= coi. » + sin.* 
et en diangeant le signe de Xy 

équations qui ont été données par Euler, el qui sont d'une 
grande importance dans l'analyse. 

On en dcduit iiumédiatenieiit 



coi.« = 



2 



if 4. Les formules précédentes peuvent être regardées 
comme renfermant tous les résultats que l'on peut tirer de la 
considération des an^es. En effet, si l'on multiplie Fune par 

l'autre les équations* 



= COS.X + V— * sln. 
= COS. y + ^— ï sln. jr , 



on trouvera 

Mais d'an autre o6té 

« 

doDCy d'après ce qd a été dit n» 111, 

8izu (x+y) = COS.» siiL y + siiua; cos.y 

ftwmules dont on déduit toute la trigonométrie. 

115. On peut former, au moyen des èxpresskms de 
006. « et àsk,x en exponentielles imaginaires ^ celles de 
totes Itt autres lignes trigonométiqaes. On a, par 
Memplei 



On tire de cette équation 



1— V^^^tang;»* 



et par conséquent 



1 ^ 1 + v^— 1 tang.a? 
2^1 1— ^^taDg.a?' 



Donc y en déveioppaiit le logaritlime par la formule qui est 



— IIG — 

à la lin du n** {Qfî, q)i a 

111 
or = tang.O;— ^ t%i]g.'x + ^ tang.' X — ^ tang. X 4- etc. 

Nous retrouvons ainsi la série de Leibnitz^ qui a été donnée 

ci-dessiis, if 110. 

116. U importe de coasidérer d'ailleurs que les dévelop* 
pements 

x' x* x^ 

+ "2 + aTâï 2:0:5:6 

X* x' 

«IL. je = X — - — -I — etc. 

.2.3^2.3.4.6 

.X» X* * 

subsistent lorsqu'ofi doone à rare x une valeur qud- 
eonque imaginaire x=m+n^^i. On peut Térifier, en 
effet, que la substitution de m+n^^^ à la place de œ 
dans la première série, ou la multiplication des deux 
séries qui représentent respectivement les valeiu^ de e* 
et donnent le même résultat On remarquera de 

* 

même que 

8in.(m+fi^-^ =s 8in.m, eoa.»^— i+c08.iii. 8in.iiV^^: 

or si, après avoir formé »les développements de sin.iii et 
de oos. n /— I > ob les multiplie l'un par Tautre, et on les 
ajoute au produit des développements de oos. m et de 

sin. n y/ — 1 . on trouvera le même résultat qu'en faisant 
jr = m -|-nv/ — 1 dans la série qui représente la valeur 
de sin. x. On a également 

eoi. (m+ny— 1} = ces. m • eos. n^^^ — sin. m • sin. n ^— 1 ; 
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et Ton reconnaît que la différence des produits des développe- 
ments de COS. m et cos. n sj — 1, sin. m et sin. n y/ — 1 , donne 
le uiême résultat que la substitution de m -(- w v — 1 à la 
place de x dans la série qui représente cos. x. 

Il résulte de cette remarque que les équations posées dans 
les D<*' 113 et 114, qui expriment les relations existantes 
entre les fonctions exponentielles et trigonométriques , con- 
viennent également aux cas où l'on attribuerait à la va- 
riable X la valeur imaginaire nw-j- n ^ — \ . 

Formule de Moipre, Résolution des équations binômes. 
117. Reprenons Téquationdu n* 113' 

e'»^-^= COS. X + y — 1 sin. x , 

■ • 

dans laquelle x représente un nombre quelconque ^ et où 
. Ton peut attribuer indifféremment le signe + le signe — 
au radical y — 1. Si Ton écrit mx au lieu de m désignant 
aussi un iK>mbrc constant quelconque (pourvu qu'il soit réel), 
il viendra 

(f^*^ — COS. mx H- y — 1 sin. mx. 

Mais si Ton élève les deux membres de l'équation précédente 
à la puissance m, on aura 

e^-* = (ces. X + v/— 1 sin. xT, 

Donc 

(ces. X -H \/-^ sin. xf" — ces. mx -h ^— 1 sin. mx , 

formule Irès-imporlanle dans l'anaKse, qui a été donnée par 
Moivrc. 



D'après œ qui piécè<)e, œtle formule se trouve .dj&* 
montrée 7 quelle que soit Ift valeur de l'exposant m. On 

peut y parvenir bien simplement dans le ais où m est 
un nombre entier positif en formant les puissances suc- 
cessives de COS. X ^ — i sin. x» En | ^jj^^fak" 
ment . ; 

(COS. x+ ^— i abk »)* = oos.*s + 3 /^i!4Ui»« 008. a? ^ sln.^ , 

] ' ■ ■ - ♦ 

d'où résulte . ..^ i/^:^ 

on a de mâme 

(cOB.â;+ ^— 1 sin.a;}'=(cos.x+ v~" * sin,x) (cos. 2x4- v~ïsia.2x; , 
d'où 1 on tirc^ eu développant 

et ainsi de suite. ' . « 

148. La formule de Molvre donne immédiatement l'ex- 
pression desradnes des équations 

• 1=0 et x" + i = o, 

n étant un nombre entier. Supposons, en effets 

p étant > 0 et ¥ désignant un ap^ quelconque. On aura 
donc 

4^ = '^€08.11^ 4- \/^sln.«?) ; 



. ^ 1^ d by GoogI 



^ 119 — 

et, en substitiiant dans Téquatioii d^^l =0, 

^''(cos.w^ + y — 1 siu. n^) — 1 = 0. 

Otte dernière équation no peut être satisfaite, d'après 
ce qui a été dit n* lli, qu'autant que Ton aura séparé- 
ment ^ . 

f^cein— irsp et 8iD.ii9=0; (i*où f=:îpetpssl, 

t désignant un nombre entier ijuelconquc. Donc 

Il . n • 

expression qui doit donner 4outes les racines réelles et 

imaginaires de l'équation — 1=0. En effet , faisant 

»=0y on a d'abord a:=l^ ce qui est la racine réelle que 

cette équation donne nécessairement : faisant encore »s=:3^ 

• = d, f=5 4, etc., jusqu'à f = n — I, on aura n — 1 

autres racines différenles, qui tuuLes appartiennent à la 

propost^e. Kn faisant i = n, on retrouve la racine réelle 

x=l. En taisant » = n + l, on retrouve la même racine 

qui avait été donnée par la supposition de t=S$ et ainsi 

des autres. Ainsi la formule ^précédente exprime bien les fi 

racines réelles ou imaginaires de l'équation — 4 =5>>, 

et seulement ces n racines, (pii r«''pondent aux premières 

valeurs de t depuis 0 jusqu'à n — 1 inclusivement. Nous 

remai*querons d'ailleurs que dans le cas où le nombn^ n est 

pair, l'expression générale des racines donne, en faisant 
n 

— 1, c'estnà-dire la seconde racine réelle qui 

appartient alors à Téquatiou proposée. 
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Les racines de 1 équation x" — 1 = 0 ou jr* = l , qui sont 
ciprimées respectivement d'après ce qui précède par 



" n 

jpsscos. ^ + V— i sin. ^ 
» fi 



Il 

sontappcfées rocînef dé blindé. 
119. SiroiifliilMtitûel'expraBsioii 

dans l'équation + 1 = 0 , on trouve de même 

p"(CO«.llf + ^^SilLIIf} + 1 = 0 , 

équation qui ne peut être satisfaite qu'autant que i'oD a aé- 
parémeot *^ 

( désignant toujours .un nombre entier. Donc, Texpies- 
doit donner toutes les racines de l'équation «•H-l=sO. 



En faisant successivement t = 0, i — l,t = 2, etc., jusqu'à 
t==n — 1, on trouve efll'ctivementy comme dans ie cas 
{nécédeaty n valeurs difi'érenies qui sont les n radiies 
demandées. Et si Ton supposait ensuite i^n,i=in + if 
isszn+^y etc.. ces mêmes valeurs se reproduiraient suc- 
cessivement dans le min 10 ordre. Lorsque le nombre n 
est pair, les racines dont il s'agit sont toutes imagi- 
naires; mais <s'il est impair , l'expression générale des 

n — i 

racines donne ^ en faisant ♦ = -— -, « = — 1, c'est-à-dire 

la racine réelle unique qui appartient alors à l'équation 

proposée. 

iâO. Ces résultats deviendront plus sensibles si Ton re- 
marque que la circonférence du cercle (/ig, 25) ayant été 
* partagée à partir de Textréroité 0 du diamètre en Su parties 
égales, on trouvera, en considérant les points de division 
0,2, -i^ G; 8, etc.» de numéro pair, les arcs auxquels appar- 
tiennent les cosinus et sinus qui entrent dans l'expression 
des racines de l'équation — 1=0; et qu'en considérant 
les points de division i,3,5,7^9, etc., de numéro impair, 
on trouvera également les arcs auxquels appartiennent les 
cosinus et sinus qui entrent dans l'expression des racines de 
l'équatipn j*" -f 1 = 0. 

121. Remarquons que les différents angles compris dans 

les expressions — ou ^ ^ ' sont toujours tels que le 

même cosinus, et des sinus égaux et de signes contraires, 
appartiennent à deux de ces angles. L'ambiguïté du signe 
radiral y — 1 exige en effet que chaque racine de Téqua- 
tioH x"" — 1=0 puisse égalem^ent être exprimée par 

'^h — 2i- 

X — COS. — -f ^— 1 sin. — 



et par 

•l • Il 

Or, si i on multiplie l'un par l'autre las deux facteurs du 
premier degié 

«-COS. 2Jî _ ^an. !*; et *-co* 2îï + ^^i. ?iî. 

Il W II ' • Jl 

on trouve pour résultai Texprasion réelle 

ar' — 2XC0S. Hit 

n ' 

* 

qui représente d'une nianière générale les facteurs du 
second dcfjré appartenant à l'expression — 1 . En effet , si 
l'on attribue k i, dans cette expression , toutes le$ valeurs 

entières qui ne suipassent pas ^ , et si on l'égaie à zéro , 

on aura autant d'équations du second degré qui donneront 

les racines simples de la proposée. U faut remarquer toute- 
fois qu'en faisant i — l'expression dont il s'agit devient 
X* — 4a7 + l, ou (x— i) (X — 1). Cependant on ne devrait 
prendre que le facteur simple x — i , si Ton voulait repro- 
duire la proposée par la multiplication des fiideurs corres- 
pondant à ses racines. De môme , en faisant i= ^, lorsque n 



es 



l un nombre pair, l'expression précédente devient x^-\-^x-\- 1 , 
ou (JT -|- 1) (x+ 1); et néanmoins on ne doit compter que le 
seul facteur simple a?+l. 

On verra de la même manière que les racines imaginaires 
de réquation a^+i=^Q, multipliées deux à deux, pro- 
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duisenides facteurs réels du second degrés dontr^xpression 
générale est 

II 

et donne lir ii à dos reiuai qucs sciiiljlal)}<*s aux précédentes. 

122. Les résultats auxquels on vient de parvenir s'appli- 
quent jévtdeaunent aux équations, telles que 

a=0 ou a5» + a=0, 
a désignant un nombre quelconque; car^ en faisant— 

ellei reviennent à 1 =0 et + 1^0. On voit donc 
que la racine fT* du nombre quelconque a présente géné* 

ralement n valeurs, qui sont ôj^mIcs au produit de la valeur 
aritbmé^fpie y^a multipliée par les n racines de l'unité ; 
c'est-à-dire que Ton doit concevoir, afin de donner aux 
e|gf|nilfq|ip^)# gépiéraiité que comporte l'analyse, la racinB 
II- de représentée par rexpression 

/ 21;: . - , . 

y/a (cos.-^ + y — 1 «a. — j; 

et de même la racine »*" de — « représentée par Texpros- 
sion 

On obtiendra les n valeurs cherchées en attribuant succes- 
sivement à t les valeurs entières 0, 1, 2, 3 n — 1. Quand 

il s'agit de ^+af il n'existe qu'une seule valeur réelle ^îr^ 
si II est impair; et deu x vale urs réelles ±{^2, si n est 
pair. Quand |) $'agit de 7 — a* î| existe u^e seulp y^feur 



réelle — v ^ ' impair ; et il n^existe aucune valeur 

réelle si n est pair. 

iâ3. L'obligatioD qui nous est imposée de considérer dans 
tous les cas TexpressioD , a désignant un nombie quel- 
conque {KMitif ou négatif, comine présentant un nombre n 
de valeurs distinctes réelles ou imaginaires, doinie lieu à 
faire quriques remarques nécessaires pour l'interprétation 
générale de la formule de Moivre^ présentée n* 117 , 

(C08.X + ^— 1 sin.x)* = COS. tnx + V— 1 sin-ifus. 

Tant que le nombre m est entier, chaque membre de Téqua- 

tien a une valeur unique, et ces deux val^u» sont identi* 

quesy comme on s'en assure en formant la puissance m de 

ooa.x+ — i sin. par la multiplication. Biais si l'exposant 

1 

m est une firaction ^ ou plus généralement un nombre fiai>- 

tionnaire - (p et a désignant des nombres entiers piemiers 

entre eux), le premier membre doit, d'après ce qui précède, 
présenter q valeurs distinctes. Or on mettara ces valeurs en 
évidence si Ton introduit dans le second membre le facteur. 

COS. — + J — 1 sin. — qui donne les o racines de l'unité. 
q 9 

en y attribuant à « un nombre q de valeurs entières consé- 
cutives qudconques. Nous écrirons donc 

(COS.* + v^sin.*; 9 — ^cos. -i- V ~l sin. ^ ^cos. ^ + v'--Ï8iû« i 

ou, ce qui est la même chose, 

p 

{cos.j;+ yt^i^') = — + V— t«o«^— ^ ji 
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ou enfin ^ puisque p étant un noDil»6 entier on peut écrire 

pi au lieu de t ^ 

(eo8»c+ V^8in.a;)*s5 ces. ^ (jr+afc)-f ^^§ln. ^ (jj+2iic> 

Ainsi tout.se réduit pour obtenir les q valeurs que doit pré^ 
Mter le second membre de l'équation 

p 

(COS. x+ V— i aixLxf = cos. - x+ ^— î sin, x , 

à concevoir que l'on augmente successivement l*angle x 

des multiples 0, 1, 2, 3, q — 1 de la circonférence 2r. 

i2i. Les résultats précédents donnent également la réso- 
lution des équations de la forme 

x*" + a*" -1-6 = 0. 
En effet , en prenant d'abord la valeur de âc", on a 

— i-v/F*' 

etsîleseconâ.membreestréely il reste simplement à résou- 
dre réqoatîon 

semblable à celle du n* 123. 

Si le second membre est imaginaire, c'estrlnlire si b 
étant positif a* est < 46 , Péquatîon proposée , en posant 

008.^= i/ ^ et sf = peut être remplacée par Pane 
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ou l'autre des deux équations suivantes : 

y'" — 2 COS. g. y + 1 — 0 , 
y*" + 2C08. y. V" -f 1 = 0 , 

selon que le second ternie est négatif ou positif. En consi- 
dérant d'abord le premier cas^ et substituant dans l'équa- 
tion 

y*»— 2 coa. y. y" + 1 = 0 

rezfiresaîon 

où p est essentiellement positif, il vient 

p*-(co8.2iif + ^-^^in. 2«^)— 2f.«cos. y (eus. /t^ + v — isin. nf ) + 1 = 0 ; 
c'est-à-dire 

f*- COS. 2m? — 2p" CO&fif. COS. Ilf -i- 1 = 0 

p^tàxL^nff" 2p* 008. y • sin. »f e , 

à cause de sin. 2ftf = îsin. fi<p cos. nif, la dernière équation 
donne 

COS.(Jf 
COS. • 

valeur que je substitue dans le second membre de la pre» 
mière équation mise sous la forme 

i 

— = 2cos. g COS. — p" cos. 2nf, 
Je trouve amsi = ^, d ou résulte = -5 ou p=l, 

p COS.flf p» r * 

puis 



i désignant toi\jours un nombre entier quelconque. Les ra- 
cines demandées sont donc représentées fNir Texpression 

n n 

dans laquelle on donnera à i toutes les valeurs entières 
depuis 0 jusqu'à n. Les facteurs réels du second degré 
appartenant à l'équation dont il s'agit sont représentés par 
l'expression 

n 

En epnsidérant ensuite le second cas» et aubstitoant dans 
Féquation 

l'expression 

ysp(co8.9+ ^—i fin. 9) 9 
€0 trouve eaccre pssl , puis 

>coa.fif =— coSig; d'où ^^Sii^^^. 

Les racines sonK alors exprimées par 

ya=oos. ^ j — +V— iain.— — ^; 

Il H 

at les facteurs réels du second degré par 

V*— 2ycos. ^ ' + i. 



La décomposition des équations à deux termes en 
fadeurs réels du premier et du second degré correspond à 
une proposition géométrique très-remarquable , connue sous 



— 1-28 — 

le nom de Théorème de Cotes y qui Ta donné le premier. A 
étant le centre d'un cercle [fig. 26 et 27) dont le rayon ^st 
égal à l'unité, soit portée sur un diamètre la distance AB=x. 
Soit un angle quelconque OBI compté à partir de ce diamètre, 
et désigné par Appelons y la distance . On aura évi- 
demment 

y — ^{isoB. 9— x)*+8ln. 9* 

et 

y* = ar* — 2a: COS. 9-f 1. 

Cela posé , imaginons que Ton ait partagé à partir du point 0 
la circonférence 2:: en un nombre 2n de parties égales, et 
désignons respectivement par yo>!/n!/t> ys'-'-yîn-i lon- 
gueurs des lignes BO, Bl, B2, B3, etc. En attribuant suc- 
cessivement à l'angle dans l'expression précédente de y* 

O.TT 1.- 2.7: 3.r (2n— I r 

les valeurs — , — , — , — , cette expres- 

n n n n n 

sion donnera 

yj,*=.r'— 2j*cos. — -f- 1 

y ' = or*— SxcOS. — + 1 

w 

y *= a-'— 2-tcos. " - + 1 
• n 

y « = a:*— Ircos. — + 1 

[t " ' * 

y '=a;'— 2x008. — 4- i 

y5'=x'— -2XC0S. + i 



y\.^ = X' - 2x COS. + 1 

• « (2/1 — 1):: . ^ 

y%„-, = jr*-2TC0s. + 1. 



Or, il est visible qu*en prenant respectivement les y* de 
numéro pair ou les y* de numéro impair, nous avons ici 
les facteurs du second degré des fonctions x" — 1 et x^-^-i 
dont les expressions générales ont été données n" 121, On 
voit de plus que les divisions également éloignées des extré- 
mités du diamètre AB donnent pour y des valeurs identi- 
ques, en sorte qu*on a toujours y,_,=y„^,, y^,=y^^, etc. 
Enfin, on observe que, d'après ce qui a été dit dans le nu- 
méro cité, on ne doit prendre qu'une fois les facteurs simples 
•donnés par les facteurs du second degré qui répondent aux 
points de division placés aux extrémités du diamètre. IVaprès 
cela, on aura évidemment 

^ ^ = !/o' î/j* !/s' ••• Vln-t 

4-1 = y 1 . y,, yi,y^ y,»_, , 

éqnations qui renferment l'énoncé ^u théorème de Cotes. 

Si la construction était faite dans un cercle dont le rayon 
fût p, on conserverait aux lignes de la figure leurs rapports 

se 

en réduisant le rayon du cercle à l'unité, et x à -. Donc on 

a également . ' , •* 

' . a?" — p" = yo.yj.y;.y. y,n-t ,/ . . 

X" + p" = y, . y,, yj. y, y,„., , 

yo» Vu !/j> ^^'f représentant dans ces dernières équations 
les longueurs des lignes BO, Bl , B2, etc., dans le cercle 
dont le rayon és\ p. 

126. Une construction semblable s'applique à la décom- 
position en facteurs des équations x"? — 2cos.y.Jc"-{- 1 
et j:** + 2cos.y.x"-|- 1=0, dont on s'est occupé n» 124. 
D'après les expressions des factçqrs réels du second degré 
qui appartiennent à ces équations, et qui ont été données 
1" Asytt. • » 



dans le miméfo cité, on lebonnatl que les carrés des lignes 
Bl y Blà, etc. 9 leprésenterônl ces (^teuis, pourvu qu'au 
Heu de diviser la circonférence en %n parties égales, à partir 
(io r<»xtréinité C du diamètre sur Ictjuel est portée la distance 
Aïi=iX, on commence cette division. (tig. t^) à partir du 

point 0, après avoir porte 1 arc G0=-. Ainsi, en désignant 

toujours par , y 1 , y, , y, , etc., tes lignes BQ, Bl , B^, B3, etc., 
on a également 

a:«i»^2c08.y.«« + l = jf^.jfj.y^.lf^ y„ 

Cette dernière propositiod, dont la précédente ifest qu^on 
cas particulier^ a été donnée par Uolwe! 

Renmquei sur les exprmiùiû imaginairâ, Expremem fêté- 
ruki dsf lagwi^mm al des stntis^ ce tûnM L' 

i iT. L<»s propriétés des expressions imaginaires sont uni- 
quement rondét's sur les notions exposées aux W* i 11 et 4 12, 
et sur l'identité des. ex pn ssion^ e**"' et cos.x-j-y — \ sin.a? 
qui a été remarquée dans le n** , ^ qui conduit 
immédiatement à la formule de Molvi^ donnée n* 117. Noos 
nous bornerons ici aux remarques le^ plus simples sur œ 
sujet. • * , 

Les propriétés principales des fonctions sirnpies x"", log.x. 
a', s'in.x ou cos.X) subsistent également lorsqu'on donpe k 
la vanàble x une valeur imaginaire. 

La nature de la fonction a;* oonsjate fia oa que l*oi^ a 
jf*ap*=ac'^\ Or, en posant 

« = 5 (cos. ^ + ft sln. r][ , 
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on a - 

■ 

elparoo^séqnent 

a*ap»= j*H»(cofl^ (m + H); + ^^aliL (m + n)t) = af^. 

138. La fonction a* doH. également, donner a'a^=ar^, 
D'aflleun oii peut toujours considérer à la plar<^ do a* la 
fonction e' ; car posant o'' = e*, et prenant de part et d autre 
les logarithmes népériens, il vient xlçi=.v; en sorte qu*il 
suffît de. multiplier- x par pour changer a' en e'. Mais en 
liisant «=m+ii^ — i , et f =/>+î/--T, nous avon^ 

■ 

* Donc 

Observons ^'ailleurs que la transformation de a' en e*, 
opérée en multipliant x.par la, suppose que la soit un no^j- 
bre qui puisse être assigné , c'est-à-dire que a soit qn nomlire 
réel et positif. La propriété de la fonction a* dont ii s'agit ne 
ne subsiste pas sans restriction; lorsqu'on veut attrilmer au 
nombre a des valeurs négatives ou imaginaires. . 

429. La nature des lu^ai ithnies consiste en ce que Ton a • 
toujours log.a:i/ = log.a;-(- log.i/. Cette équation subi^i^tçi^ 
également en donnant aux variables spyff des valeurs guçl- 
conques rédles qp imaginaires^, pourvu que la base a du 
syit&nede logarithmes ^ittouioQrfim nombre féel et positif, 
conformément à ce (pM a éié (ijt n** 64. £n effet, nous pou- 



i^kj ui^co L.y Google 



— m — 

. ♦ 

vons considérer Ix à la place de log.T , puisque, d'après le 
n° loi. il suffit de multiplier log.x par la pour le changer 
en Ix. Or, en posant x=s (cos. (-1- y — 1 sin.i), y=u(cos.t^4~ 
V — i sin >t>), et 88 rappelant que, d 'après- Je n* 113, e *^^= 
008. i + v^— 1 &n.4, d'où I ^— 1= < (co8. 1+ ^ — 1 sin. I) , 
nous aurons 

d'où 

* 

190. Remarquons d'ailleurs qu'en multipU^ntj^ h les 

deux membres de récjuation e'^^=cqis.x-\- ^ — 1 sin. 
h désignant un nombre réel quelcx)nque, puis , prenant les 
logarithmes népériens des deux membres, nous avons 

Or, l'expression h {cos.x-\- ^ -ri sin.x) peut, d'après le 
11^, représenter un nombre imaginaire quelconque 
m-^nv — ^9 d'où l'on conclut que Téquation précédente 
donne l'eipression générale du logarithme népérien des 
nombres imaginaires. Ce logarithme est .égal au logarithme 
népérien du module h, auquel est ajouté le terme — 1* 
De plus, l'expression h {(:os.x-\- \ — 1 sin.x) représentera 
également un nombre réel quelconque positif lorsqu'on y 
supposera l'arc x=^iTz, i désignant un nombre entier; et 
un nombre «réel quelconque négatif lorsqu'on y supposera 
â9=(2t+l)ic. On a doue respectivement; 
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pour les expressions générales des logarithmes n^[iérieii8 da 
nombre positif h, et du nombre négatif —A. Ces expresnons 
doivent être admises, parce qu'elles satisfont aux équations 

i^^x^ et lx-\-ly—l.xy qui résultent immédiatement de 
la détinition de la fonction logarithmique. On voit que le 
logarithme de tout nombre positif a une seule valeur réelle 
qui répond à »=o> mais que le logarithme d'un nombre 
négatif «a toutes ses valeurs imagipaires. 

434. L'expression précédente du logarithme d*un nombre 
résulte<l'ailleurs de lequation 

Iz = r 1 - * ^«i- ly + 1 ^ '_etc.] . 

qui a été donnée n* 403. En elFet, si Von suppose le nombre r 

. ùifiniinent grand, cette équation se réduit à 

Or, on doit, pour lui conserver toute sa généralité, y con- 

œvoir conformément au n* 42S, r comme représentant le 

produit de la racine arithmétique v z par les r racines de 
l'unité. On doit donc écrire, avec la condition de faire, r 
infiniment grand» 

tosr ^COS. +^Ï8Ulf^'^ — 1 j , 

ou 

« 

Mais r étant, inliniment grand, on peut remplacer dans le 
premier terma du second membre cos. ^par l'unité^ et 
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r - ^ir. 

dans le second terme par l'unité, rsin. — par îm. Ce 
second membre se réduit donc à 

r(v'F— l)4-2tnv/— 1, c'est-à-dirè lz + 2ir.^^^. 

S'il s'agissait d'un nombre négatif, on Terrait de là 

même manière que les racines r^" de — x étant exprimées 

généralement, d'après le n" -ISâ, par \z ^cos. * 

v'' — i sin. (.^ilLîJ!!^ ^ réquaiion précédente donne pour 
l'expression de /( — s) * • 

132. En faisant i = 0 dans l'équation 
/(-l) = (2i+l);:^/:rT, 

on trouve r. = , expression singulière du nombre -r 

qui a été donnée par Jean Bernouilli. On a d'ailleurs plus 

H—i) 

généralement 7r= î ^r=. Les équations de cette na- 

(2i+l)v-l 

lure sont des conséquences immédiates de la relation qui 
existe entre les développements^ des fonctions e' , sin.x 
et COS.X, et s'interprètent sans ditficulté d'après cette re- 
marque. 

!33. On reconnaît également que les proprî^t^s essen- 
tielles des fonctions trigonométriques sin.jp et cos.j*, qui 
sont exprimét's par les é(|ualions 
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conviennent également aux cas où les variables et y son 
supposées imaginaires et remplacées respectivement par les 

. expressions m + ny — 1 P + 'Z V'^ — 1- snttil, pour en 
être assuré , do so rappeler «les remarques qui ont été faites 
dansles n°* iUetlie. 

1 134. Si Fon veut d'ailleurs connaître les expressions géné-' 
raies dtt sinuii et dil cosihtis d'un arc quelconque réel ou 

imaginaire, on remarquera que 

cos.(m + nv'^— 'l) = ces. nu cos. ny — 1 — sin.m. sin. «y — ï 
8iD.(nc 4-«V^)s5 8in.iit. coe.ii^^ + coam. sUun^^^ 

Mais les expressions de cos.âp et sin. a? en exponentielles 
qiil ont été dbnnéeft ft* 113» ei qui cobvienhent, d'apt es lé 
n* lië, àii ca^ bit l'bti attribuerait h x \k valeur iniagi- 

naîre fi ^ — i,. donnent 

cM.iiV^ = ^^-é^t sln.«^PT=^=lr. 

Donc 

cos.(m+nv^^^) =s cos.ifi — v'— T. siQ.iti 

8iB.(m'f Hf — 1) = — j — 8ia.m + ^ —.1. — ^ — C08.tN4 . 

* » • ■ 

135. On ne donnera pas ici plus d'étendue à ces notions , 
et l'on ajoutera seulenxîiit que toutes les relations analyti- 
ques qui peuvent «^tw; établies entre les quantités réelles et 
imaginaires ne doivent être admiaeè qù'àutttiit qu'dies 
peuvent être justifiées et interprétées an moyen deà équH- 
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lions fondamentales qui ont été données au commence- 
ment de cet article , et qui reposent elles-mêmes sur l'iden- 
tité des développements en séries toujours convergentes 

des expressions et cos.x-f- /— ^ sin.x. ' 
On a vu d'ailleurs par les remarques précédentes que 

les fonctions simples de la quantité imaginaire m-f-ny — i 
se transformaient toutes dans des expressions de la forme 

P + Q V — 1. On en conclura que la mt^me chose doit arriver 
pour les fonctions composées de c«lles-ci. Il en est de même 
à l'égard des fonctions inverses, telles que arc sin.x ou 
arc cos.x; et en général on admet que toute fonction 
formée de quantités imaginaires peut s(» ramener à la forme 

P + Q \/ — i , P et Q désignant des quantités réelles. 

Expressions des puissances du cosinus et du sinus cTun arc 
en fonction des cosinus ou des sinus des arcs multiples. 



436. Les géomètres ont donné plusieurs séries au .moyen 
desquelles les cosinus ou sinus des arcs multiples sont expri- 
més en fonction des puissances du cosinus et du sinus de 
l'arc simple, et réciproquement. La discussion et l'interpré- 
tation exacte de ces formules exigent l'application des notions 
qui ont été présentées n**' i\i et suivants , et l'on peut voir 
sur ce sujet les Leçons sur le calcul des fonctions de Lagrange 
(10* et 11* leçon), et l'ouvrage de M. Poinsot intitulé: 
Recherches sur l'analyse des sections angulaires. On se 
l)ornera à présenter ici les expressions suivantes, dont 
l'usage est utile dans le calcul intégral, en se bornant 
même au cas des puissances entières et positives du sinus et 
du cosinus. • . 




En J j f^j^i pant I» poissanoe m de par le bintae de 

Newton , et supposapt d'abord que m soit un nombre entier 
positif ^ ou a donc 

ou en remarquant que uv^i9 

Coaune on a d'ailleurs généralement par le théorème de 

Moîvre, n" 117, tt"*=cos. mx-\- y — 1 sin. ma;, cette équa- 
tion peut s'écrire 
* 

(8 008. ooe.iii«+m C0B»(m-~3)x+ cos.^--4)^^ 

+•••«••+008. ntx 

+^--^ 1 ^sin. wii; + m sin. {m—2)x + gin. (m— + 

/ +«*«»««^sin.iiu;^. 

La soHe qui forme la piemièie ligne présente des termes qui 

sont tous égaux deux à deux , à l'exception d'un seul , dans 
le cas où m est pair. Quant à la suite qui forme la seconde 
ligne ^ elle est toujours formée de termes qui se détruisent 
réciproquement. Ainsi l'on a amplement dans le cas dont 
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il b'agit; si l'exposant m est pair 

(2co6..i) ''^2| cos.ï/u;4-incos.(m— 2)x4- ^^^^COB,{m—U)Jc+..., 



tfi in—i) I m{m— 1 (m— 2).... f +l) 

-h— — , . C0S.2J: I -f — ^- ^< 

J 2.3.4...... 



2 

t 

2* si Texposant est impair 




wT— 1^ — cos.x I 

2.3.... —g- J 



137. Une analyse semblable donnera l'expression des puis- 
sances du sinus. En développant la puissance m de u — r 
dans le iins de m entier et positif, on a 

ou parce que «t; = 1 , 

Les sigillés -f «^n — ont lieu rospMivpment lorsque m est 
|Mtr ou impair. Mettant ensuite pour, t»^ l^expression cos. 
int + rtn* mjb , il tient 
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(^^L2gia.a;}*=co«.iiia;--co8.(m— 2)j;-^ ^''^j^^ coa. (m—4)x— 

— zt coν 

+ ^8iii.tyu;— m8iiL(m--2)j; ^ ^t*^^) 8in.(iii— 4)a?— 

— .é«...:±:8iD.}?Lr^, 

1*" Si l'exposant m est pair la seconde ligne se réduit a zéro , 
ell'onA 



L 



• «(tn-i)....., ï "1 tti(ifi-lXiii-2)......(y + l) 

i: 1-, co8.2r I ip ^ ^ ^ . 

« • 

Les signes supérieur et inféripur ont lieu respectiveineiit 
lorsque m est un multiple de 4 ou un niultiple de 2. 

^ Si l'exposant m est impair/ la seconde ligne se réduit 
à ziro, et l'on a « 



r 

m—l I 

* (2sin.x)'*=2 I sin.] 



— 1) * (2sin.x)'*=2| 8in.mj;--msin.(m— 2^-f ?5Î^--i^8in.(m---4)x— •...=t 



m(m — 1 
2. 



■^■^ " ■; 008.3? 1. 



Les signes supérieor et inférienr ont lieu respectivement 
lorsque m est un multiple de 4 ou un'multiple de 2 augmen-. 

lés de l'unité. 
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XIII. EXTEWSIQN DE LA FORMULE DE TAYLOR AUX PONCTIONS 

DE PLUSIEURS VARIABLES. 

t 

138. Considérons la fonction 

dans laquelle x ei y représentent deux variables indépen- 
dantes. On suppose que ces variables prennent respectivenjenl 
les valeurs jc -f A , y-f-t, et il s'agit d'obtenir le développe- 
ment de la valeur que prendra la fonction , c'est-à-dire de 
f{x-\-hy y-\-i), ordonné suivant les puissances des quan- 
tités h et I. Pour y panenir, on posera A = aÇ et t = onr), et 
considérant la quantité /(x-f-o^, + comme une fonction 
du nombre quelconque a, on écrira ^ 

Or, on peut développer F (a) suivant les puissances de a au 
moyen du théorème donné au n*» 80. Nous prendrons donc 
successivement les coeflîcients différentiels des divers ordres 
de F (a), qui seront exprimés ainsi qu'il est aisé de le recon- 
naître, par 

etc. ... 
en écrivant, pour abréger, /"au lieu. de f(x-\-A> !/ + «^). 



Puis nous ferons dans les valeurs de ces coeffîcients a = 0, ee 
qui donnera 

etc. .• 
Nous aurons donc en appliquant la règle du numéro ci4é , 



2 ^ (ùr>^ 
d^z 



+ 3 



dxHy 

d? 



dxdy 



-M 



(PZ 

dy 



273 + ^'^- 



t)u , en remplaçant par h et par i , 

; . . dz ^ d'z A« . d'-J /i' . d^z h> . , 



dx dx^ 2 
rf^ . d^z 



liH d^z hH 



rfy ' djcdy dx^dy 2 £lr»rf2/2.3 
dy« 2 dxdy^ 2 <lr'(i</» 2.2 
rfv' 2.3 rfxrfy» 2.3 



dy* 2.3./I 

développement dont la loi est évidente. Le second terme est 
la différentielle complète du premier ordre de la fonction z , 
où l'on a écrit hkh place de dx et t à la phw de dy. Le troi- 



sième ternie est sa Uitié^eiitieile du socoiul ordre, 014 l'on ^ 
fiût I06 mêmes changemeots, divisée, par 2. Le quatrième 
teiine est sa différentielle complète du troisième ordre, où 
l'on a fait les* mêmes changements , divisée par 3 ; et ainsi 

de suite. 

Les notions prémlentps s etrmiront sans difliciiitt* mi\ cas 
où la fonction proposée contiendrait piu& de deux variables 
indépendantes , et où Ton supposerait que ces diverses va- 
riables subissent toutes des accroissements. Les termes suc- 
cessifs du développement sont toujours les ' différentielles 
complètes du I" , "J*", .T, V, etc. , ordres de la fonction pro- 
posée , où l'on a roiiiplacé la différentielle de chaque vaiiable 
par la quantité dont ou la suppose augmentée, et qui sont 
divisés respectivement par 1 yâ9â.3>2.3.4» etc. 

139. La formule pr^^ente donne également le dévelop* 
pement de la fonction x^fix, y} suivant les puissances de x 
et y. Kn y faisant x = 0 et pui^ écrivant x à la place 

de A , et y à la place de i, il vient 

/(*,y) = :8, + -^»x+^«-2 + dJ 2.8 
dy dxdy dx^y 2 

**" dy' 2.3 

dx^ dz^ d^M^ 
où nous représentons par s^, , —, -r~ , etc., 

les valeurs que prennent respectivement les fonctions 

Ê ' ^ ' ' lorsqu^on y frit en mloie tenps 
apssO et 3f=:0. 



Il en serait fie méqie ai (e pqmbre des variables iodépeii- 
dantes était {klus oonsidérable. 

140, Si Fon veut arrêter la série à un terme déterminé, et 
oonualtre les limit^ c^e la valeur du reste que l'on néglige, 
comme on l'a f^^^ans les numéros 84 et suivants à l'égard 

des fonctions d'une seule variable , il est visible , par les prin- 
cipes établit dans numéros, que dans le développement 
de F (a) Ton devrait dans le terme auquel on veut- s'arrêter, 
remplacer « par , au lieu de faire a=0 ; et {Mff conséquent 
daa^le développement de /(^+^» ^+0 Maplaoer ^ par 
âP-H^} y par 2/-f Bi, en d^i|n^iani toujgurs par 6 un npitibre 
indéterminé compris entn» zéro et l'unité. (Jn connaîtra en- 
suite les limites çherchées en attribuant , dans le terme dont il 
s'agit, à 6 les valeurs gui le rendent le plus grand au le 
moindre possible. 

Par exemple^ si dans le cas de la fonction de deux variables 
'^/(^ k) on s'arrête aux termes du urdiu, on uura 

/(«+A,ft<)«^+£ ^, ^ + ^3 — 2.3 



■■>:> 



141. II en serait de même à Tégard du dis où la fonction 

est développée suivant les puissances ascendantes des deux 
variables x, y. Si l'on s'arrête aux termes du 3* cyp^^ et si 
i'on nosiL ftar =sa^ • ^ £=ir' . on aura éi " 




« 
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tt \- ^ . d'Cp , d\ f{x\ y') 3^ 

nx, î/j _ ^ X + 2 + 

rf«£o rf*ro d\f^x\y'jx*y 
dy ^ dydx^'^ dx^dy' 2 

^ dy^ 2 dx'dy " 2 

dy» 2.3 

En attribuant à 6 les valeurs quîTendent l'expression du reste 
le plus grand et le moindre possible^ On aura deux limites 
entre lesquelles la valeur véritable du développement se trouve 
nécessairement comprise . 



XIV. MAXIMA ET UINIMA DES FONCTIONS d'uNE OP DE PLISIKI'RS 

VARIABLES. 

142. Considérons en premier lieu une fonction réelle d'une 
seule variable 

él représentons-nous Tensemble des valeurs que prend cette 
fonction lorsqu'on donne à x toutes les valeurs possibles de- 
puis — ^jusqu'à Si les valeurs de la fonction y après avoir 

été croissantes deviennent décroissantes, la plus grande de 
ces valeurs est dite un maximum^ et réciproquement si ces 
mêmes valeurs , qui diminuaient progressivement , viennent 
ensuite à augmenter progressivement , la plus petite est dite 
un minimum. On voit qu'il est possible qu'une fonction n'ait 
point de maximum ni de minimum, ou qu'elle en ait plusieurs. 
La question consiste à déterminer les valeurs de la variable 
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indépt»ndan!<» .r, sMI en existe, qui répondent aux inaxinia ou 
aux miniiiia de la fonction. 

Si la valeur a de s répondait à un maximum de la fonction 
réelle /"(x), il est visible que {[a] serait plus grande que f{a-\-h) 
et /(à — h) , h étant une quantité moindre que toute grandeur 
donnée. De même si la valeur a répondait à un minimum, 
f{a) serait plus petite que f[a-{-h) et f (a — h). D'après cette 
remarque, la question dont il s'agit peut (*tre facilement ré- 
solue. 

Èn développant f{x-\-h) par la fonnule de Taylor on a 
généralement . . 

/r.r+ A)_/rx) + -^A+ 2 + + ^^j^ -f etc. 

et d'après l*is principes expliqués dans les n°* H3 et suivants ^ 
nous pouvons arrêter cette ^rie à un terme quelconque , en 
substituant aux termes omis une expression dont la valeur est 
comprise entre des limites qu'il est toujourji facile d'assigner. 
Admettons en premier lieu que l'on s'arrête aux termes du 

^ 

second ordre, et écrivons 

fl 

h désignant un nombre compris entre zéro et + 1.11 s'agit 
de reconnaîln* les conditions nécessaires pour que f [a) soit 
plus grande que f[a±ih]y h |K)uvant être supposée aussi 
petite qu'on le veut. Or il est visible qu'en prenant h aussi 
* petite qu'on le voudra , on pourra toujours faire dépendre 

le signe de la sonum» des deux termes "H — '~ 

i du signedu premier terme seul -^^n, puisque — "j^"^ ï 
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pourra toujours être rendue plus petite que I^'où l'on 

conclut, que f{a)' ne p«ut être plus grande que f{a-{-h} , 
quel que soit le signe de A, à moins que ne soit nul 

et que ^ ne soit affecté du signe — ; T que f{a] ne peut 

être plus petite que f{a + h)y quel que soit le signe de A , à 

moins que ^ ne soit nul , et que ne soit affecte du 

signe +• ' * 

Ainsi, pour qu'il y ait maximum ou minimum lorsqu'on 
fait 2; = a, il est nécessaire que cette valeur a repde nul le 
coefficient différentiel du premier ordre ; et il y aura maxi- 
mum ou minimum suivant que cette même valeur donnera 
le signe — ou le signe au cocfticient différentiel du se- 
cond ordre. 

i43. Il pourrait arriver d'ailleurs que la valeur dont il 
s'agit rendit nuls les coefficients différentiels des deux pre- 
miers ordres. Dans ce cas il est nécessaire de considérer les 
termes suivants du développement et d'écrire 

Le même raisonnement qui a été fait ci-dessus montrera 
que si les termes ^ A -\ — — disparaissent lors- 
qu'on fait a; = a , la valeur a ne peut répondre à un maxi- 
mum ou à un minimum qu'autant qu'elle fera disparaître 

également le terme , — ; et qu'il y aura maximum ou 
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inininium suivant que pour cette même valeur le coeiticient 

d''.f[x] 

différentiel du 4* ordre sera négatif ou positif. 

En général, il ne peut y avoir maximum ou minimum 
pour une valeur donnée de x qu'autant que le premier . 
ooeflîcient différentiel que cette valeur ne rend pas nul est 
d'un ordre pair; et il y a maximum ou minimum suivant 
que ce coefficient différentiel prendra le signe — ou la 
signe 

f44. Il pourrait arriver encore que la valeur a de a:, 
déterminée par l'équation 5x ~ ^ ' rendit intiois 

le coefficient différentiel du second ordre et les suivants. On 
senrit averti par là , conformément à ce qui a été dit dans le 
n* 88 et les suivants, que la formule de Taylor ne peut expruner 
la valeur de la fonction en série ordonnée suivant les puis- 
sances entières de h. Les règles précédentes ne peuvent donc 
plus s'appliquer. On doit examiner d'une manière spéciale la 
marche des valeurs de la fonction , ce que l'on fera facilement 
en la développant suivant les puissances fractionnaires ou 
négatives de h après avoir fait x = a. Il faut observer aussi 
que l'analyse précédente exclut implicitement les mcurima et 
minima correspondant à une valeur de x, pour laquelle la 

dérivée ^ serait infinie ou discontinue. 
dx 

145. Les notions précédentes deviennent bien sensibles en . 
considérant les courbes dont l'ordonnée y représente les va- 
leurs de f[x)y et en admettant, pour fixer les idées, que f{x) 
et ses dérivées sont des fonctions continues. 11 est évident, en 
effet , qu'il ne peut alors y avoir maximum ou minimum que 
dans des pointa m,nyp,7,r, i (fig. i9), où la iang\pnte est paral- 
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lèie à J'axe des abscisses^ et où Ton a ^ s: 0. De plua U y a 

inaximuin en m et eo p lorsque» la courbe présentant ^ 
concavité au bas de la page> est négatif j et il y a mini- 
mum «I fi et en 9 lorsque , la ooiirbe présontant sa con- 
fisM au bas de la pegè^ ^ est positit Les qilantilés né- 
gatives sont ici regardées eomAne étant d'autant plus pelotes 
que lewr valeur absolue est plus grande. 

Un reconnaît également que la condition = 0 n'en- 

traîne pas iiécossaircmcnt l'existence du maximum ou mini- 
mum , parce qu'il y a des points pour lesquels la tangente 
est parallèle à l'axe des x , sans ^ue la fonction ai^ çessé de 
croître ou de décroître. Mais ces points sont généralement 
des points dinflexion, dans lesquels change le sens de la 
concavité de la courbe, et où le coefficient différentiel dû 
second ordre devant changer de signe prend la valeur zéro. 
Nous reviendrons dans la suite sur les caractères analytiques 
qui appartiennent aux divers potnls nnffutien que les cour- 
bes peuvent présenter. 

H6. On voit donc, d'après ce qui précède , que pour 
trouver les niaxima et minima de la fonction proposée 
y = f[x], en excluant ceux qui rendent infinie pu discon- 
tinue la dérivée f\x), il faut poser Téquation 

qui, étant résolue par rapport à donnera les valeuife 

demandées^. Un jugera si ces valeurs répondent à un maxi- 



IDum uu à un minimum eu K s hubstituant liaud in cuefiicient 
dilEfirentiel du second ordre et voyant le signe qu'elles 



loi tel imidn. 8i oe ooaiBGieat diffiâmtiel devenait nul, 
on pMseMil aux suivanti oonformémeni à oe qui a été dit 

ci-ilessus. 

. Si .la foûetion |^ n'était donnée que d'une manière impli- 
cite > an roayen d'one équation F(xi2f)ssOf on égalacaii 
de mémo à léro loo ooelBcient diffi&ienliely déterminé oon» 
tenéoMiil à ce q«i a été dit dans le numéro 44» Uéqna- 

tion ^ =^0 contiendrait alors « et y : mais en éliminant y 

entre cette équation et F{x,y)=^Of il resterait une seule 
équation en x qui donnerait les valeurs cherchées. 

447. Les mêmes principes s'appliqueront aux fonctions 

de deux variables. Mais, pour plus de simplicité, nous sup- 
poserons toujours que le théorème de Taylor convient au 
développement de ces fonctions, ce qui arrive dans la plupart 
des applications du calcul ditférentiel. Soit 



• • • 



En démloHMiil f{9+^kf y rf •) d'après ce qu'on a vu dans 
Tartide précédent, on aura 



d désignant une fraction. Or en prenant h et t suâ^amment 
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{letito, on rendm toujours le deuuème tenue ^ h+ ^- i 

• 

plus grand que le troisième terme , et par ponséquent le 
çigne de leur sooiiiie dépendra du tigne du. iliiiiiiifitÉÉiiK 
seul* Donc, pour que les Ttl^ura xn^Oy ytsthtàfÊmàmAé 

un maximum ou à un minimum de la fonction Xy œ qui 
exige que f {a, b) soit plus grande ou plus petite que f{mp&hf 

b±:i), il est nécessaire qye letenne^ • sèift và*p 

et par oonséquenl puisque les quantités^el • soni aitSiiKi 

ment indépendantes Tune de l'autre , que l'on ait sépaiÉnenl 

éx dz « *.J 

^ =:0 » ^ = 0. De plus f il faut qu'en doqnant une Vtlenr 

quelconque aussi petite que l*on voudra aux accTQiswnent» 

A et t la quantité 2ZSlsr + ÂZjI. 5Zi â toujours néga- 

tive pour le maximum et toiyours positive pour le minîi!Mm|. 

Supposons d'abord que Téquation 

ctc* i* ^ dxdy i dy* 

résolue par rapport il UndélenBlflée ^n'aH «pie des' racines 
imagmaires, cest^inUre que Ton ait {^—J <— —, 
condition ne peut étnjBatis&ite que ^ ^ sont de 

même signe. Alors la quantité _ . ^ + _ . A,+ — - 

ne pourra jamais ni devoir nulle» ni changer de signe: elle 
eoniwrvera eopiMwH>w>V te «gi^ de 8on.pr6Qiier tetne on 
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d8~^. Doniï il y aura muddium si te Mffldatit ^ ett lié- 

pSêi^ minlmiini l'il C8l posftîf. 
fi Ita amdl êa eMitnire 

Icb raciues de l'équation . 

d^z h* d*z h d^z 

deviailâttièllt réellas et inégaks : féx suit6 la quautité 
d'z h\ d*^ d*z 0 

tmil tiMlAI iMitivtf HmM Iié8»lif6« U o'y iurait doue ni 
AMi to «9i paitloolier OÙ 

[jÊnidy) '^dx*'^* 

mérite d'être examiné à part. Alors réqualion 

a M0 deta rat;ine$ égales, et eu ^présentant par .m le 

d*z d*z 
rapport de ^ jji^ "" ^^^^y 



Donc la quantiti> 
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estgénérakniint de même signe que -p-r, et elle ne devient 

nulle que quand J^ss — mt. U y aura alofi «wî^mm ^ 
minimum, si lliypothèae àss^mî réduit i iM rensemble 

des termes du troisième ordre et rend de méine signe que — 

l ensemble des termes du quatrième ordre. Le maicim um ^ 
poudra d'ailleurs aux valeurs négativae et le minîipt^^ fn ^ 

valeurs positives 

448. Si les valeurs a et 6 qui rendent nuls les termes du 

premier ordre faisaient également disparaître les termes -du 
second ordre, il est visible (pi'elles ne répondraient à un ma- 
ximum ou à un minimum qu'autant qu'elles feraient égal^ 
ment disparaître les termes du troisième ordre en laissant 
subsister eeuz du quatrième. De plus il fSradrait que la somme 
de œs termes du quatrième ordre eonservftt constamment le 
signe — pour qu'il y eût maximum, et qu'elle conserviU con- 
stamment le signe -f pour qu'il y eût minimum. £t ainsi de 
suite. 

448. Les résultats précédents deviennent sensibles lois- 
qu^n regarde la fonction x oomine Tordonnée d'une surfiioe, 

dont 0? et y sont les abscisses. Quand la fonction z et ses dé- 
rivées sont continues, on reconnaît en effet sur-le-champ 
qu'il ne peut y avoir maximum ou minimum en un point 
donné d'une surface qu'autant que les tangentes aux deux 
intersedlona de la surfiioe fiiites en ce point par des pa- 
rallèles aux pUms des ârx'et des \jz , sont parallèles au plan 
des xy, en soile que le plan qui touche la surface au point 
dont il s'agit est lui-même parallèle au plan des ocy. Cette 

prémière condHion donne les équations -g^s^O, ^=0. De 
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pâiift iâ iatii que les deux courbes d'interjection doi^t on vient 
de parler présentent leur concavité du même oMé, ce qui 

exige que les coefficients différentiels -jp^-^ ^^^^ 

même signe. Mais cette dernière condition ne suffirait pas 
seule en géDértU , pour assurer l'existence du maximum ou 
du minimum. D faut y joindre celles que nous avons données 
plus haut 

150. On trouverait d'une manière semblable les conditions 
du maximum ou du unnimum, si le i^onibre d^ variables 
ëlail plus inosUéffable. Soil pa^ 

On fliura * ' . 

+ ^ 2 + àj^^^^ dx* 2 didi^'^ dxdy'^'^ dy* 2 
+ etc. 

et Fqn pbum toiqours, en rendant h, i suffisamment j^ts, 
fiiire dépendre le signe de tous les termes qui suivent le se- 
cond ou le troisième du bi^aie seul de ceux-ci. Ainsi les va- 
leurs des variables x, y qui ré[>()ndront à un maximum ou 
à un ipinimum de la fonction * .doixept- d'abord satisfaire 
aux trois équations 

^-ifc ^*-d ^-iL 

De plus il est nécessaire qu'en donnant kv,x,y ees mêmes 
valeurs la somme des termes du-second ordre» que nous re* 
présenterons pour abréger par 
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ne change pas de signe, quelles que soient les valeurs sup- 
posées aussi petites que Ton voudra /. que Ton attribue à 
g, k, t. Cela exige en premier lieu que A , C et F soient de 
même signe. Mais à cette première condition viennent s*en 
joindre d'autres que l'on découvrira aisément paï te métluM|a 
du n* 147, c'estrè-dité en étudiant la nature dés racines de 
l'équation 

Il est évident |mr exemple qu'il y auni' maflmum oo mini- 
mum si en résolvant cette équation par rapport à 9, A ou « 
on ne trouve que des valeurs imaginaires. Uornons-tious à 

d«'\<'l()ppcr ce c;is particiilior. U(;solvons 1 équation proposée 
par rapport à y : les valeurs seront imaginaires si l'on a 

ou bien 

qwâê que soient h et i. Ainsi il faut d'abohi quo l'on ait 

B^— ,AG<0 ' et . Q*— AF<0\ 

• • 

puis, qu'en égalant* là quantité précédente à iséro, résol- 
vant par rapport à A ou à on ne trouve c|ue des vdléurs 

imaf^nnaîres. En résolvant par rapport à h, un reconnaît que 
les vuleurs seront iinagiiiuires si Ton a 

H résulte donc de ce qui précède que les valeurs de jc,if 



oigi i^cj Ly VjOOQle 



déduites des trois équations 

5i = *' 5=^*v ^■=* 



répondront à un niaximuns ou à un niinuniun si elles 

douneut un signe coinninn aux trois ooetticients diii'érentteU 

d'z d-z d^z 
du second ordre -p4 > j -i , , et de plus satisfont aux 

GonditioDS 



d9dx) ^ da^* \^) ^ dv^ dy* 



(_£i^z d?zd^zy r/^\* . «^■^r/rf'^V 

et il y fiura iuâxiiuu{n ou minimum suivant que les trois 

ooeffidenls ^ifférlantiels -A, -A, -A seront négatifs ou po- 

• • ér wKr ay^ 

SiréqurtioD 

avait au contrai rr des racines réelles inégales, le maximum 
et le minimum seraient impossibles. Mais si les racines réelles 
de cette éqiiatioD sont égales, la question exigera une discus- 
sion semblable à celle qui tarmine le n* 147. 

151. Pour donner une application des règles précédentes, 
on supposera que l'on demande la plus courte ou la plus 
loQgue parmi toutes les lignes droites qui peuvent être tracées 
d'un point donné à une courbe égatawnt donnée. Désignant 
]iar «9 6 les coordonnées de ce point, et par 3f celles d'un 
point quelconque de la. courbe, l'expnssion de la longueur 
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des lignes dont H s'agit sera donc 



et il faut déterminer la valeur de par la condiUon de rendre 

cette expression la plus grande ou la moindre possible. En 
, diûerentiant par rapport kx, on trouve 

* 

m 



et , en égalant le cœtiicient différentiel à zéro^ ' . 

dx 

du • • * 

Comme ^ représente la tangente trigonométrique de l'angle 

compris entre la tangente menée à la courbe et Taxe des 
on voit que ce résultat exprime en premier lieu que les lignes 
les plus courtes ou les plus longues , menées du poiwt donné 

à la ( (jui'ht doivent couper celte tu^^jurhe à angles droits. Si 
l'on prend ensuite le coefficient différentiel du second ordre, 
il vient 

et en supprimant le second terme, qui est nul en vertu de 
réquation posée ci-dessus , on voit que le signe de ce co^- 
eient diUerentiel dépend de celai dé la quantité 
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Supposons d'abord que ~| soit positif , c est-à-dire que la 

coiiriKi tourne sa convexité vers le bas de la page. La quan- 
tité précédente sera toujours positive si y — b est positive , 
c'6strà-dif6 si le point donné. A (/Sy. QP) est placé plus pcès 
de Taxe des s que le point M de la courbe sur lequel est di- 
rigée la normale AM; d'où il soit que Ja distance AM sera 
toujours dans ce cas un minimum, ce qui est évident. Mais 

d*V * 
si -~ (Hant toujours supposé positif, la quantité est 

Cl «A 

négative, en sorte que le poinl donné soit plus éloigné de 
Taxe des x *que le point M, la quantité dont il s'agit sera 
positive, et il y aura minimum, si la distance 6— y est 

< ^ — j> / ; tandis que cette même quantité sera i^ég»- 

tive, et il y aura uti maximdm, si lit distance 6 — y est 

> • p. Or. on verra dans la suhe. ji* 180, que la va- 

« y . 

leur 6 — y =ss — appartient à un certain point Ctel- 

3? 

leinent situé sur la normale, que le cercle décrit de ce point 
avec le rayon CM coïncide avec la courbe proposée, plus que 
ne peut le faire tout autre œrcte, dans une étendue ioûni- 
ment petite de part et d'autre du point M. Il est donc évi- 
dent que œ point G doit séparer sur la normale les points A, 
pour lesquels la distance A,M est un minimura, et les points 
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A, pour lesquels la distaDoe est un maiimum. Le cas où 

la eo e flfci e o t différentiel ^ serait négatif donnerait lieu à 

des remarques semblables. ' 

152. Noos oonsldéveront eneore la qoestion qoi oonsiftte- 
rah à déterminer les lignes droites les plus oonrtes on les 
plus langues qui puissent être traeées d'an point d' nneeoQrike 

donnée à un point d'une autre courbe t-galemenl donnée, jc, 
y étant les coordonnées d'un point quelconque de la pre- 
mière courl)e, et x', y' celles d'un point quelconque de la se- 
conde ooorbe, la longueur des tfgnes dont H s'agit aen ii- 
prinée généralement • 

expression quMI faut considérer comme une fonction des deux 
variables indépendantes œ, x', en regardant -y comme une 
fonction de x seule , et yf coomie une fonction de x' seule. 
Appliquant donc les régies exposées n* 147, on aura d'eiiord 

et.en égalât à zéro ces deux coefficients différentiels , 

^^^^^^ 

x—x^* dy ■ dy'' 
dx dxf 

Aini8 \mki^m p t wi i ei Mea que là ligne , dont k kmgqeoç 



MM n mKmm «a mi niBiiiiiMi, doit map&t lit dam 
couîbeB à angles droits. Prenant ensuite les éoelBoiflnIi diflé-^ 
rantiels du second ordre , il vient , en suppi imant les termes 
nuls en vertu des équations précédentes , 
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«r 

iMi Ite oondi^ poor i|u*ff y ait " Mw î nwirn èu mml* 
tam,^ tel ffabord que les quantités 

soient de même signe , et de plus que la cooditioa 

soit satisfeûte. Celte dernière condition sutlirait seule : eUe 
entraine nécessairenicnt la précédente. 

* • 

Coi cù il txUie du relaiUmt enirs te$ vatiMa* 

* * 

• 

153. Dans ptnsienrs questions importantes, les valeurs 
dierchées des variables, outre la condition de rendre un 
maximum ou un minimuui une certaine fonction V, doivent 
encore satisfaire à d'autres conditions qoi sont exprimées par 
•defréquations données entre ces variables. Il est visible d'ail* 
lem qie le nombie de ees éqmtioils âoH néea»aiiMBi!i1 
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ètie plot fwlH qoB eelni des vidabies , dont dépend la fono» 
tbn propoeée V, 
€oit per mniple 

el adiiiedons que ic.s variables XfjffM doivent satis£BÛre à 
l'équation de oondUion 

L = 0, 

L désignant une fonction donnée de x,y, x. Ce qui se pré- 
sente de plus rtaturel est de n soudre l'éqnatidn L = 0 par 
rapport à Tuha des variables ^ à m par exemple , et de substi- 
tuer k valeur obtenue dans sft La fonction Y .ne 
contenant plus alora que les deux variables x, y, qui* seront 
entièrement indépendantes , on se trouvera ramené au cas 
précédent. 

De même s'il existait entre les trois variables x,y,z^ie& 
deux équations de condition 

on tirerait de ces équations les valeurs do y et x en x, et 
en les substituant dans f (Xf y, x), iff fonction V ne con- 
tiendrait plus que la seule variée indépendante x. 
Gomme il serti généralement très-diflknie, on même m* 

possible, d'éliminer ainsi les vai'iables au moyen des équa- 
tions données^ on peut remarquer que la condition du maxi- 
mum 01) du minimum de la fonction .V exige que l'on ait 

et de plus que 1 éqjuation de condition L = 0 étant différent 
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Si les variables st,y,z élaieni entièrement indépendantes, 
les diffîrenlielles dx, dy, âx étant arbitraires, la pre- 

dV dV 

^ = 0, — =s 0. Mais les valeurs qqe Ton attribue à ces 

différentielles doivent satisfaire à la seconde équation. On 
devra donc prendre dans cette seconde équation la valeur de 
Tune de ces différentielles, de di par eiemple, et la snfasti- 
tuer dans la première , qiii ne contiendra pins que éxét êjf, 
Ob égalera ensuite séi>arément à zéro les termes affectés de 
ces deux différentielles. On obtiendra de cette manière deux 
équations eaûf^fffZ, qnï, réunies à Téquation L=^Oy dou- 
neront les valeurs cherchées des trois variables. 

9û y avait deux équations de^conditbn L = 0 , M =0, on 
ibnnerait les denx éqnati9ns difféventielles 

ai-^+iç + 

<BI . . r/M . , rfM . . 

au moyeu desquelles on éliminerait de réqualion — d!jr 4~ 

— dy + ^ dx = 0 deux de$ différentielles dx, dy, dz. L*é- 
dy dz 

quation restante, réunie aux deux équations L=: 0, M — 0, 
donnerait les valeurs cherchées des trois variables x ,y. x. 

Cette métliodo peut s'appliquer quel .que soit le nombre 
des variables dont dépend la fbnctâoo V, et le nombre des 

l-* AimSi. it 
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équations de condition -, et elle n'exige que des éiiminations 
entre des équations du pranier degré ou linéaires. 

154. Mais on pandendim ao même lésoUal d'one manière 
beaucoup plus simple si , ayant une fonctioi^ qudoonque V 
des variables v, x, y y z, etc., qu'il s'agit de rendre un maxi- 
mum ou un miiiiinuiii , et plusieurs équations de condition 
L~0, M= 0,$^=0f etc., auxquelles ces variables doivent 
satisfaire, on forme les équations di£E6rentielles dLs^O, 
rfMssOy dNssO, etc., pois, moKipliatttvsspectIveaaiH ces 
équations , par des focteurs indteminés "k, s, etc., on 
les ajoute à Téquatic»^ (iV^rO, ce qui donnera l'équation 
unique . . 

c'est-à-dire 



+ etc. . 

En disposant conymiablemeni de X, (i, v, etc., on rendrâ 
nuls les coefficients des différentielles qu'on veut éliminer; 
après quoi il faudra égaler à zéro les eoefficients des autres 

différentielles qui sont arbitraires. Les résultats obtenus ainsi 
seront les mêmes que si l'on avait regardé toutes les variables 
comme indépendantes, et par suite égalé à zéro le coefficient 
de chaque dUTéraitielle, dans l'éqoatioii dV-f X. dL+etc. 

ss 0 ; on aura autant d'éqpudiom distinctes, > '^^'tnte 




/rfM . . rfM . , rfM . . rfM . . . \ 
/rfiN . . rfN . , rfN , . dN . , ^ \ 
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éqnatippM Ls0, |f s±Oy ^=0, etc., seront od iombre 
snlBsaaii pcNir éitaw les nombres arbHnûres X, \k, etc.^ 
et déterminer les valeurs cherchées des variables t>, x, y, i, etc. 

Soit prq[X)6é ^ par exemple , de détermmer parmi ious 
les paraU^lipipèdes rectangle^ 40D| la surface est égaie an 
Dombfe celui dent le v<4ii|iie est le plus gnnd possible. 
RepvésflUtaal par y, s les trois edtés du ptorallélipipède^ la 
ftnetioiiifHll s'agit de rendre un maxiqaum est donc * 



qui douas, en égalant sépirinseiit à léiro les termes ÊÊkclés 





y«.+ X(j/ + «) = 0, j?« + V« + «) = o, jry + >(a? + y) = o. 



Éliminant X entre (^s équations, il vient 



et en ayant égard à l'équation de 




Digitized by Google 



— m — 

XV. blFFKREi^TlEUES DE l'aIRE ET DR l'aRC d'uNE 

COURBE rLAKK. 

Soit la courbe quelconque Mm i fig, 31) rapportée 
aux coordonnées rectangulaires d;, jf,ei dont l'équation 

est donnée. L'aire de la oouibe est l'espace oompris entre 
l'ave des absdaaes ; la courbe Um, et deux ordonnées quel- 
conques PM, pm dont la position est fixée. La première or- 
donnée PM étant supposée consen er une position tixe, et j: 
désignant la distance variable op , il est visible que la gran- 
deur de Taiie PMmp est une fonction de Pabscisse x, qui 
dépend de U nature de la courbe on de la fonction f(x). 

Nous désignerons cette fonction par ii. n s'agit de trouver 
rexpression de sa differenlielle , c'est-à-dire de la variation 
que subit h fonction u loi^sc^ue l'abscisse x augmente de la 
quantité iuiiniment petite dx* 

Admettons que op ou augmente de la quantité finie àx 
r^inésentée par pq. L'aire u croîtra de A» représentée psr le 
trapèie pmnq, et l'on peut toujours supposer àx asses petHe 
pour que la fonction f [x) étant constamment croissante ou 
décroissante dans l'intenallc pq , ce trapèze se trouve com- 
pris entre les deux rectangles mp et nq. Nous pouvons donc 
écrire 

hussy^àa±t»,àx, ou r-szy^i^, 

w étant une quantité plus petite que Ay; nous aurons donc^ 

. en prenant la limite des deux membres^ 

Ainsi la di£Bérentielle de l'aire d'une courbe est égale au pro- 
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doit de dliT ptr la fooetioii de x qui exprime la vàfeor de 
l'oidoiiiiée y, ou si Ton veut Paire de la courbe est la fonc- 
tion primitive dont Tordonnée est le coefficient différentiel 
ou la fonction dérivée du premier ordre. ' " . 

157. Considérons maintenant ( fig, 31 ) la longueoMift Parc 
d'une coarbe comptée à partir du point fixe quel^on^iie M 
jusqu'au point m dont l'abscisse op est représentée par x. 
Cette longueur étant désignée par $ et regardée comme une 
fonction de l'abscisse x, proposons-nous de comiaitre l'ex- 
pi-ession de sa différentielle. 

Repfiéseokona par j»g la différence Ax, .qui peut toiyours 
élie prise asseï petite pour qne Tare eotrespondâiit M touriie 
sa ooncanté do même c6té. On pourra donc toujours , con- 
formément aux théorèmes d'Arcbimède^ considérer la lon- 
gueur de cet arc comme étant comprise entre celle de sa 
corde mn et celle des parties ml -j- des tangentes menées 
aux deux extréinités de Tare. Donc, à plus forte raison, l'arc 
est compris entre mr et fif y car mr est plus petite que la corde, 

et il est piu8«grande que ml. Or mr—x y i + (r-^-^) 

l'angle que forme la tange nte au point m avec Taxe dos x» âoit 
pour abréger = ^ \ + iç^^ - ^" ti*^ + ^) 

pour la valeur de <f(x) qui con¥taÀ|«u poii^Me la courbe. 
Donc «s s A«<p(x -f Ax). Ainsi rein doit posér 

Ai>Ax.f(«} et A4 < Aa; [yC^) + f^' ^1 ^ j 

oosiroBYent 
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9à étant une quantité plus petite que ^*^^^^ — Adr/IToù 

roiidédiiit,«npieiwBlkliaiitodoiilft'appvocliM Méfi»- 
ment les deux membres lorsque àm fmà à doWMiir nulle i 

ou bien 

ittë. Notis avons supposé § dans oe qni précède, que l'or- 
donnée à )Mirtir de laqudle Taire « étant comptée» on le point 
fixe de la oowbe k partir dnqnel Farc « était compté , étaient 

pla<^s de manière que u et s croissaient en mt^me temps que 
X. S'il en était autrement on devrait donner le signe — à 
lèurs différentîeUes» et écrire 

De pins le signe de la différentielle éu change avec le signe 

de l'ordonnée y; et, m général^ loriique Ion compte les y 
positives de bas en haut, les parties de Taire d'une courbe qui 
sont situées au-dessus de l'axe des x sont positives et celles 
qnt sont situées ao-deiaons de cet exe sont négatives. 

XVL M osntacr ms ootnon ninis* 

159. On dit que deux courbes se touchent lorsqu'elles ont. 
un point oomnnm et une tangente commune. De plus toque 
deux courbes pq, r» touclientla courbe mit au même point M, 
la courbe pq , qui passe entre les deux autres, est l»gardée 

comme uyaiil avec la courbe mn un contact plus intime que 
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ne le fait la courbe r«. Les géomètres distinguent ainsi des con^ 
tactt de divtrt ordres dont les caractères se distinguent facile- 
ment au moyen de la considération des coefficients difiéren"» 
tiels ou fonctions dérivées. 

Seient . , , 

y==f{x) et y = ^x} 

les équations des deux courbes rapportées à des coordonnées 
rectangulaires : x désignant Tabscisse du point commun aux 
deux courbes , et x+ /i l'abscisse d'un point voisin de celui- 
ci , leurs oixlonnées correspondantes seront respectivement 



Si elles ont une tangente conmiune au point dont Tabscisse 
esta?, on. aura en ce point non-seulement tf{x) = f(x), mais 
d.^x) d.flx) 

- ^^ • = ■ ^ . Cettç copditiop étant satisfaite, on est assuré 

qu'aucune autre ligne ayant pour équation y = ^x) ne peut 
passer entre les deux courbes proposées, à moins que Ton 

n'ait également = En effet la diff'érence des 

dx dx 

ordonnées dès deux courbes proposées correspondantes à 
x-^h peut être exprimée par • 

• -, - * 

\ dx* dx* ) 2' 

tandis que si la condition àont il s'agit n*avait pas lieu, la 
différence entre l'ordonnée de la troisième courbe et celle 
de la première serait exprimée par 

\ dx dx )^'^\ dx* dF* /T 
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Dau6 toutes ces expressions , 6 désigne un uonibre indctei - 
miné compris entre 0 et 1 , et qui peut être diflérent dans les 
dhrenes fimclkms.' Or tt est visible <|a*enpNrairt A iii^^ 
ment petite on pourra toujours rendre la seconde eipressioii 

plus grande que la première. Donc aucune courbe y =t= ^x) , 

pour laquelle on n a powt = ■ ^ , ne peut passer 
entre les deux courbes y =/(x) e\y=sif(x), pour lesquelles 

Deux lignes qui ont un .point commun, et pour lesquelles 
le coefficient différentiel du premier ordre de l'ordonnée a 
une valeur commune en ce points ont entre elles un contact 
du premier ordre. 

lao. Admettons présentement que pour les deux cdurbes 
proposées lescoefficients des différentiels deux premiers ordres 
aient des valeurs communes. La différence des ordonnées de 
ces courbes qui répondent à l'abscisse a: -\- h sera donc ex- 
primée par 



tandis que pour une troisième courbe qui toucberait la pre- 
mière, mais qui ne satisferait pas à la condition dont il s'agit, 

la difléreuce des ordonnées serait exprimée par 

\ dx» 44^ya"*"V ^E* ' dx» 

Et comme la seconde expression^ lorsque h tend vers la li- 
mite aéro» devient toujours plus grande que la première, il 
s'ensuit que la troisième courbe ne pourra jamais passer 
entre les deux autres. Donc aucuûe courbe « pour laquelle les 
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coefficients différentiels des deux premieis ordres ne seraient 
pas égaux à ceux de la courbe y ne poum passer 
entre celte courbe et la courbe y =<p(x)^ pour laquelle celte 
égalité a lieu. 

Les lignes pour lesquelles les coefficients ditïérentiels des 
deux premiers ordres ont une valeur commune, sont dites 
avoir entre elles un catUaei du Mcond ordre. 

161. On peut continuer de la même manière , et Ton verra 
en général que si les courbes y = fi r cly = 'f (x) sont telles, 
que les premiers coefficients différentiels des fonctions 
f{x) et ^x) aient pour Tabscisse « une Valeur commune , au- 
quel cas on dit que ces courbes ont un eomiaet dê Vordrê n, 
aucune autre ligne y = '\> ix) ne poun-a passer entre elles , à 
moins qu'elle ne satisfasse « gaiement à la condition que les 
n premiers rocffieients différentiels de la fonction ^x) , 
soient égaux aux n premiers coefficients différentiels de la 
fonction f(x) pour l'abscisse x dont il s'agit. Diverses cour- 
bes qui se toucbent en un même. point doivent donc être 
regardées comme a3fant un contact d'autant plus intime 
qu'elles ont un plus grand nombre de coefficients différentiels 
dont les valeurs coïncident. Le nombre de coefficients diffé- 
rentiels communs distingue les contacts de divers ordres, ce 
• qu'il serait impossible de fiùie par la géométrie seule. 

It>2. Remarquons d'ailleurs' que lorsque deux lignes ont 
un contact de premier ordre, elles ne se coupent pas en 
général , puisque la différence des ordonnées dans les points 
voisins a^t pour facteur M ne change pas de signe avec à. 
Biais lorsqu'elles ont un contact du second ordre, elles se 
coupent; parce que la<Kflérence des ordonnées dans les points 
voisins est affectée de A', et change de signe avec h. En gé- 
néral^ deux lignes se coupent ou non, en même temps 
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qu'ete fle toadMit, ria^ffnl'qiie km eonlMi cbI d'im «mlrB 
pair ou d'un ordre impair. 

463. Les lignes paraboliques sont les plus simples que 
Ton puisse mettre eo contact avec une couibe donnée^ Soit 
toujours 

l'équation de cettd oouibe, et 

l'équation d'une courbe parabolique du degré ». A^B, 

D, H représentent des coefficients constants qui doivent 

être détermines de manière que la courbe parabolique ait un 
oootact de Tordre n avec la courbe proposée dans le point 
dont les coondonaéea aonl af, yf. Ce éoataclk au» lieu d'aprèa 

ce qui précède si les valeurs ^^Vt^» ^ dédui- 

tes de la seconde équation sont égales quand on fait x = as 
aux valeurs des mêmes quantités déduites de la première. 
Or» Ja détarminotioa des constantes A, G....H se trouveca 
de aniCn eChotiiéa de manièva à aatiafaiiti 4 oalta ^fflin^ttifflu 
ai l'on prend pour réqiialioB.ds laeomilie paralwlique 

« 

alMi qu'il «i luile de le Tériaer. 

L'équaticto de la courbe parabolique dont 0 s'agit conte- 
nait n -f 1 constantes arbitraires, et on a pu lui donner un 
contact de l'ordre n avec une courbe quelconque propose^'. 
En général on peut tov^ioufs établir entre une; première 
et inieeaooiNle* en uni^oint donnéde kfMnniài^, 
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un contact dont l'ordre est marqué par le nombre ém eon- 
stantes arbitraires contenues dans Téquatioa de cette seconde 
courbe diminuée d'une unité. 

164. Si l'on 86 bornait an premier degré on aurait sim- 
piemeot 

équation d'une ligne droite qui touche la courbe y = /I«) 
dans le point dont les coordonnées sont af dLff» Aucune 
autre droite ne peut passer entre la courbe et la tangente 
dont il s'agit. 

165. L'équation du second degré donne . 



équflioii aiitf«rtenanl à une parabole ordinaire, dont Taxe 
eet parallèle à Taie des y, qui touche égato m e nt la eourbe 

donnée dans le point dont les coordonnées sont œ', y\ et qui 
de plus a un contact du second ordre avec cette courbe, ou 
est ofculatrice à cette courbe , suivant une autre expression 
fréquemment employée par les géomètres. Aucune autre 
pMbole du aeooad degré, dont l'ave aérait également pn- 
raVète à rnedea «r, ne peut païaar entre lacovrbe pror 
posée et 1$ parabole représenlée par l'équalion préoédenfte» 

106. En générai , on voit qu'un point quelconque M d'une 
pmiière eoorbe 4lanl fiié, tout ae réduit, pour donner m 
«e' poioA à «M seeoada courba «a oootact de l'oidio n avoc 
la preuirtèM, à Me-os aorte que l'éqnatbn de la aeoonde 

courbe et ses équations différentielles jusques et compris 
Tordre n , soient véiitiées par les valeurs de l'abscisse jf du 
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point M , de l'oitionnée y de ce point^ et des coefiicients dif- 
fétentiete^, ^, ^ ] ^ de cette ordonnée. 



XYII. TANGENTES ET NORMALES ALX COURBES PLANES. 

AATMFTOTIS. 

« 

167; L'équation de la tangente en un point quelconque 
d*une courbe donnée est , d'après ce qui précède » 

du* 

aff y* représentent Jes coordonnées du point de contact; 

ax 

est la valeur du coefficient différentiel du premier ordre de 
la fonction y=zf{x)^ qui a lieu dans ce même point. 

L'équation de la normale, qui se déduit immédiatement 
de celle de la tangente, est 

lf-y'=-J5i ou *~x'+^ty-v')=o. 

dsP 

* 

168. Lorsqu'on veut exprimer la direction d'une HgDe 

droite, on suppose cette ligne transportée parallèlement k 
elle-même à l'origine des coordonnées , et Ton considère les 
angles qu'elle forme avec les parties des axes sur lesquels on 
compte les coordonnées positives. Noounons «» € les anglea 
que la tangente d*one coorbe forme avec les parties des axes 
sur lesqods on compte respectivement te x poaiHves et les 

y positives. L'angle a aura poiur tangente trigonométrique 
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et le cosinu» de riDgle 6 Mfa tot^oiin égal au eifiua de l'an- 

gle a. Donc • 

Si l'on leprésente de la même manièfe par X, (i les angles 
formés par la normale à la ooiirbe avec les partie d^ axes 
sur lesquels on compte respedivemenl les » pootives et les f 

i 

positives, Tangle X aura pour tangente tngonométnqœ— ^ , 

• 

et le (sosinos de Fangle sera totqours égal au cosinus de 
l'angle X. Par conséquent 



C0S.X=5: = ===, COS..a = 



On peut donner indifféremment le signe+ ou le signe — 
an nfiSàt^T+^)j\ mab on doit lui donner le même 

^ÎP» tf ftm' les expressions de^ cosinus des deux angles qui 
se rappoMDl à la même ligne. Suivant le signe que l'ou 
donnera à oé MMsal', lea dent aiiï;leB se raipporteiont à la 
partie de la ligne qui ist dto èM c« de Panfre de Porigine 
des coordonnées. Lorsque ce radical est pris posithrement, il 
est entendu que Ton considère la partie MS [/ig. 3-2) de la 
f^^^^gfl ft^ l qot eal ittiMée par rapport an niôœe point M du côté 
d0«« postthtt^ritii partie MN delà naimale qui est située 
par rapport ad même poini da côté deay positives. 
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On peol atissi^ en désignant, comme dans le n(* 457, 

pai' djf la ditléreutielle de Tare de la courbe, exprimer par 



dx' , . dy' 

ds' di' 



les cosinus des angles que la tangente au point m forme avec 
les a\es des x et des |/; et par 

et cos.ix=^^ 



les cosinus des angles que la normale au même point fonne 

avPC 1rs axr's des x et tles y. Dans ces lurimiles rélénient dif- 
rentiel ds doit être regardé comme pouvant prendre à volonlé 
le signe + ou le signe — , puisque rien ne règle d'avance 
dans quel sens l'arc # est compté. Mais on doit toujours lui 
donner le même signe dans les deux formules correspon- 
dantes. Suivant que l'un prendra positivement ou négatt- 
veiiu nt, les angles a, 6, ou À, ix se trouveront comptes à 
partir de Tune ou de l'autre des portions de la tangente ou 
de la normale qui sont séparées par le poin^de^ ÇWH^ 

170. Soit le point M iAsf- 3^) d'une courbe^ et supposons 
la tan ge nte et la normale menées en ce point prolongées 
jusqu'aux points T et R où elles rencontrent Taxe des .r. 
L'ordonnée ^ du point de contact eM iipiifi$9S|il^'par MP» 
et l'on a 
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La sous-tangente PT = = 

ci»' . 

La «Wf-normoie PR = y' taag. « = y' ^ 

L'ordonnée est moyenne proportionnelle entre la sous-tan- 
gente et la sous-normale. 

Nom lemarquerons que l'équation primitive d'une 
courbe est aouveni donnée aooa la forme 

F(aî,y) = a. 

L^éqiialioii dUttraniielle est alori . 



et l'on a, conformément au ^^>^^ — mettant 
cette valeur de ^ dans l'équation de la tangente du a"* nn, 

Un passe de |'éi|U^oa différentielle de la courbe à Téqua- 
tion de la tangente en rempiavant le rapport par le rap- 

part»-"' ' 
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L'Aquaiîoii de la nonnale devient de la mkne manièie 

g^{*-^')-i5.(î/-»')=o. 

On passe également de Féquatkm différentielle de la oonrbe 

ày 

à réquation de la nonnale en remplaçant le rapport ^ par 

le rapport — 

y— y 

Les angles formés par la tangente avec les axes des x et 
des y étant toujours désignés par « et 6, on a 

Et les angles formés par la normale avec les axes des x et 
des y étant toujours désignés par X et (jl, on a 

. éaf dit . 

vm'* (*) © 

172. Lorsque b'S courbes ont des branches qui s'étendent 
à i'mtini , il anive quelquefois qu'elles s'approchent indéfi- 
niment de certaines lignes droites que Ton a noiiunées 
atymptotet. Les asymptotes sont des tangentes dont le point 
de contact est placé à une distance infime de Torigine des 
coordonnées. L'équation générale 



« 



BM wi i rt ^à Ywm qM i ww w mi 4b6 tafantos ^ k courbe 
«ifi tool^ par l'équatioD F(a;, v) = 0. Elle appartiendra 
à une asymptote si Ton y suppose k»8 coordonnées a' 
ou y' du point de contact infiniment gnodea. Par eoD» 
aéquent, poiv oUenir l'éqiiitîoB des asymptotoB enae 
combe doiiBée, a M inetliK dÉbs Fé^^ 
tangffitaii 

dP dP 

la valeur de y' en tirée de TéqualiOQ F(a/, yf) = 0, puia 
fiûre stf infinie positôre ou négatm, ce qui donnefa lontet 
ki ifjiii|iloles qui oé cobieideiit pas avec t%xe Hm y, 
on ne sendeiit pu paiillèlBs à eet aie. On tromit ces 
dorUièraSy sH en existe, en mettant dans la même éqmk 
tion la valeur de af en y' tirée de Péquation F(a/, y^ = 0, 
puis faisant y' infinie positive ou négative, et ne con- 
sidérant «pie les létaMê qnl ne eoneqiiondsnt pas à ^r' 
Infinie. 

473. Le même procédé peut s'appliquer au cas où il 
a'agirsit non pas d'une ligne droite^ nuiis de toute autre 
êonibe asyilipfoâqne. ApMs avoir déterminé, confonné- 
nMBt à oe qu'on a tu dans YwMe XVI, Téquation de k 
coabe $^ss9{x) de mimière qu'elle ah nn ocmlact du pre* 
mier ordre avec la courbe y = f{x) dans le point dont les 
coordonnées sont ,yf y on connaîtra la figure que doit 
affecter la courbe y=sf(«) pour qu'elle soit asymptote do 
Fanln on snhstitiiant dans son équation Isa valeva da 
y en s^, M de en y données par l'équation %f=:f{aif), 
puis Cuisant x' ou y' infinie. ' 

ilÂ. Nous V^dlquema qudkpies applications de oes €01^ 
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moles i^enéraks. L'équation dé Veilipuê ou de Vkyperbolè 
rtfipoi'tée aux diamètre, dont nôus desiguOBS respective- 
meol |Mur • et é les denù-lon^ueun^ esL 



L'équatiou différenti^e est 



6' 

ét déiuiii 



Les équations de Ur tangente et de la normale seront respec- 
tifemeiH ' * . - ' » ' • 

Ou, aura pour le^s e^pres^ic^ de la son&-Uu]igaQle et (k la 
sous*nainilale. . « / ' 



souah-tfÂgente = , - aous-normale =: x' d:; — r . 

La sous-tau^ente esi indépendante du pietii axe â^, al par 

tinséquenl elle oœrv^ la méma .Ifa^puc imr le. «fcia «i 

p«iir toutes to.eUi|iiesdo^Ja4î«Di^ts^ pria pour ax« des « 

a la même longueur Sa. Le rapport de la sous-normale à 

1 abscisse' est constant pour V>us les pointi» d'une, même 

• » * • « 

ellipse ou d'une même hyperbole.** 
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Dans rhyperl)oIe équilatère, dont l'équation eti lerities 
finis est 



et réquation différentielle 

ydx-i-3cày=:ù, d'où 
on a ... 



sous-tangente = — x' , sous-normale = — ^ . 
• • - * 

La sous>tangente est égale à l'abMÎMe^ mais doit étfe prise 
à droite de l'ordonnée ^ la tangente formant un angle obtus 
avec les x positives. . • v -, 

175. Pour trouver les asymptotes dé l'hyperbole on mettra 
dans r^quatioii de la tangente • ' 

« • 

la vali'ur de — déduite de l'équation de la courbe 
— ^ = I , qui est 1^ = — \ ~^ — i , ce qui doiuiera 

a* y a* 6 \ a ^ y a:^ 6 a:^ 



et en faisant x intiniinent grande, il viendra 

X "u . b 
-:::Ff = 0 OU y — ±i-x 
a b ^ a 

* 

pour ré<|UâtioQ de ces asymptote». 
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476. Dans la parabole leprésentée f>ar Téquation 
on a pour l'équation différentielle 



ydy = pdx, d'où 




L'équation de la tangente est 
^ y'iy — y')=P{^—x') ou y'y = p{x-hx'). 

L'équation de la normale est . 

• I.. . 

• ' y'i^—iPl-hp{y—y') = o. 

. On a pour les expressions de la sous-tangente et de Li 

sous-normale 

i ' 

ï ^ sous-tangente = 2x' , sous-normale = p. 

La sous-tangente est toujours double de rabscjsse, qui est 
ici comptée du sommet de la courbe. La valeur de la 
sous - normalt* est consUuite dans toute l'étendue de cette 
courbe. 

177. L'éq.uation de la logarithmique 

donne, en changeant Tune pour Taulre les coordonnées, 
Téquation 

y = a'f 

a désignant la base du système da logarithmes, que nous 



supposons toujours plus grande que TuDÎté. L'équation diffé- 
rentielle déduite de cette dernière est 

• ay = la,a'ax: 

ainsi I on aura respectivement pour les équations de la tan- 
gente et de la normale ; 

a-" 



On ti'ouve également 



M:, ♦ 



sous-tançente = — , sous-normale = Ui . a**'. 



1 



Ainsi la soujs-tangente est constante et égale au module du 
système de logarithmes. Mais la sous-normale augmente 
rapidement à mesure que le point de contact s'éloigne de 
l'origine des coordonnées. 

Si d'après ce qui a été dit n» 172, on remplace y' par 
sa valeur a'' dans l'équation de la tangente , il viendra 

\ 

Faisant ensuite x' = — - cette équation se réduit à 

y = 0; 

d'où Ton conclut que l'axe des y est asymptote de la courbe 
du côté des x négatives. Il faut remarquer ici que l'on 
doit prendre 0 pour la valeur du terme — ar'a*' lorsque 



l'on fait "^^â* ce produit revieot à ^„ dans le- 

I 

qud on feiait «^=7. Or a étant >1« l« est posttiL 

L'équation = 1 + ar'/o + -|- (te)* + donne par »uite 

a'' > ^ (to)* et -= < Donc la valeur du rapport 

X Ci flP (ifl) 

dont il s'agit a zéro pour limit/^ quand a/ est supposée 
croître de plus eu plu« et devenu' pkui grande que toute 
ligne donnée* 

178. On a nonmié cyeiolde la oourbe décrite par iin poini 
d'une chroonférenoe. de œrcle roulant sor une ligne droite. 

Les propriétés très- remarquables de cette couibe ont plu- 
sieurs applications importantes dans la géométrie et dans la 
mécanique. Soit c {fiq. 33) la position actuelle du centre 
ëa ewdè» et m oelie du point de n dWonfènence qm décrit 
k miibe. Nous prendront po«r' aie des « la ligne droite 
sur laqueQe roule le cerole , et pour origine des teenfunnées 
le point o où le point m se trouvait sur cette ligne à l'instant 
où le mouvement a commencé. î>es coordonnées x, i/ étant 
donc leprésentées par opetmp, on aura éndenunent^ en 
désignant par R le rayon du cercle dont le nuiuvement décrit 
la courbe» et par «» fangie tkét compris entre ie rayon 
vecteur cm et le diamètre de ce oÊWsle qui est perpendicu- 
laire à r^xe ù^Xi ' 

a; = B(w — sin.u>), y = R(1— COfcw); 

d'où . ' 

R— » ^Siiï-^ 

cos.ii> = — • sm.u) = -^=^| — • 
et.par con^uent . • . ... 



. '•!( — « , * i 

pour l'équation en termes finis de la courbe. EUe* pré^ 
sente- «ne infiMté éê pariieo » ioii du çM des 9 positives^ 
soit du o6té des x négatives, toutes situées au-dessus de 
l'axe, des x , égales entre elles , et occupant chacune sur 
cet axe un intervall»' oa égal à "^ttR. Chaque partie est 
d'ailleurs formée de deux moitiés dont la iigure est symé- 
trique. 

Les deux explressîoiis précédéntès -de ;r et y étant diSé- 
rentlées donnent 

Donc 



dy _ sin. «•> 
dx~ i — COS.W 



y y y ' 



Les éciuations (\o la tangente et de la norniah» sont respec- 
tivement, d'après les formules ^[énérales du n** 167, 

y ^-1 

On a de pins 

• * J y— 

saus'tangente = 
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— 184 - 

La normale coupe toujours Taxe des x au point où cet axe 
est touché par le cercle générateur. 

XVIII. CERCLE 08CULATBUR. DEVELOPPEES DES COURBES 

PLAKES. I ^ 

179. La ligne la plus simple après la ligne droite est le 
cercle, et comme son équation contient en général trois 
constantes dont on est libre de disposer, on peut donner à 
un cercle un contact du second ordre avec une courbe quel- { 
conque. Revenons aux notions présentées dans les nu- 
méros 159 et suivants. Soit * | 

f 

réquation d'une courbe quelconque proposée, et 



,^ l'équation d'un cercle quelconque, a et 6 désignant les coor- 

* données du centre, et p le rayon. 1° D'après ce qui a été dit 

' numéro 164, on donnera à ce cercle un contact du premier 

ordre avec la courbe proposée au point M dont les coordon- 
nées sont x'y y\ si l'on détermine les constantes «, 6 et p de 
manière que l'équation du cercle et son équation différen- 
tielle du premier ordre ^ qui est 



dy' 

soient satisfaites par les valeurs de x\ tfy ~> qui appartien- 
nent au point M dans cette courbe proposée. Nous avons 
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donc ces deux équations 

(.-ar')>+(6-y')' = P* 

auxquelles les valeurs de a, 6, p doivent satisfaire. La seconde, 
en considérant « et 6 comme des ooordoiwées variables, ap- 
partient à la nonnvle owiiée à la oonibe an point M , et l'iu|e 
de ces coordonnées denmie indétençméei On en conchit 
que tout cenlê dont le centre sera placé sor la normale tou- 
chera la courbe, résultat qu'il était facile de prévoir. 

IMi 9p Pour donner au cercle m oo«taot dn aecond 
ordreaviec fat conlie propo aée an poniiM, Il tet qpwré- 
^nalMNi de ce esrala, aoB éqnalioii dl«M«lielle dn ptenrier 

ordre, et son équation différentielle du second ordre, qui 

Oit 



1 + 



©•-(.-«g;=.. 



soient saii^&ileâ par des valeurs de x', y', qui ap«> 

partîénnent an point M danV cette cooilie proposée. Nous 

avons donc maintenant les trois équations 

* • . • 



1 + 



(ê)'-c.-«2;=.. 



par lesquelles les valeurs des constantes 6 et p sont entiè- 
rem^t déterminées. On en déduit 
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— ^- — ' ^-y-—dîy^' 

dx'* dx'* 

px);>rf»ssioiis qui font cotmattre la position du centre du cercle 
osculateurel lagrandeùrdeson rayon. Le signe de la valeur du 

rayon p est indéterminé à raison du radical l -|- ( jpl r» 

qui peut également être pris positivement ou négativement; 
mais il n'en est pas de même des valeurs des quantités 
a — âr' et ê — y\ qui sont li*s projections de ce rayon sur les 
axes des œ et des y. Le signe de ces quantités indique de 
quel côté de la courbe le centre du cercle osculateur doit être 
placé sur la normale : on reconnaît facilement que ce centre 
se trouvera toujours placé, comme cela doit être, du côté de 
la concavité de la courbe. 

481. La détermination du cercle osculateur donne la me- 
sure de la courbure d'un<' ligne quelconque en un point 
donné. Pour se former la notion de la courbure on admet 
qu'à partir du point de contact M on s'avance sur la courbe 
jusqu'à un point voisin N , et que Ton compare la distance 
NT de ce point à la tangente avec l'intervalle MN parcouni 
sur la courbe, ou plutôt avec son carré auquel Ja distance 
NT est sensiblement proportionnelle quand Tint^rvalle MN 
est très -petit. La limi te vers laquelle tend la valeur du 
rapport de NT à MN*, lorsque MN tend vers zéro , est la 
noesure de la courbure de la courbe au point M. Dans le 
cercle la courbure est ég^e dans tpus les points, et de. 
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plus elle est pour divers cercles en raison inverse de leurs 
rayons. Car soit = 9 dans le cercle dont le rayon «st R ; 



on aura NT 




quantité qui^ à mesure que a diminue^ tend à se réduire à 

de oootact s'écarte moins ()ae tout àutre cercle de la courbe 

proposée, on regarde la coiufoure da corde osculateur 

comme domiant la mesure do la courbure de la courbe, qui 

i 

est ainsi proportionnelle en chacun de ses points à -, en 

désignant comme ci -dessus par p le rayon du cercle oscu- 
lateur en ce point. I>» rayon dw cercle oscillateur est sou- 
vent appelé par cette raison rayoïi dê courbure. 

Higarder la osido oseulilmir eonmie donnant la mesure 
éê la ooufbnn do la oe«rbe> oM odioetlie que dans mm 
éÉsndnoMninMtpatilB de part eld'Mtredn point do oon* 
Uct , le càivdù et la courbe peuvent être pris l'un pour l'autre. 
Cette seule hypothcse suffit pour ettihlir les résultats précé- 
dents, boit en effet i l'arc de la courbe compté jusqu'au point 
diMiirabsoisM Oit «1 al % l'angle oompria anlie l'an émmti 
to do U nàurlM oMBéo au ménie point» les qoa^ 

f et T étant regardé» oomwo das fondions de ham^ 
cette abscisse x croîtra de dx , s croîtra de ds, et t croîtra de 
dz, La différentielle d-z représentera l'angle compris entre les 
deux tangentes de la courbe menées aux points qui répon^ 

fMoi3i#lMiiii*s4ol4r4-Arionsi l'on vont l'anglBfloni» 
pris entre les deux normatoi ui0ifém à Ift eanrbo en oas 

mtaes p<Hnts. Or l'arc ds élani regardé comme iippartenmit 
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irc 




I • 



d'où Ton tire oonune d-dmas 




La longueur du rayon de ooorbure étant déterminée , la 
pétition du centre du «rôle otculitear est connue/ pniaqne 

l'on sait que le rayon de courbure est dirigé suivant la nor- 
maie du côté où la courbe tourne sa concav ité. 

Nous omettons ici, pour plus de simplicité, les accents 
doBtleslettiesâr» y sontafiectéesdanskMfonttules desnu- 
néns ptéoédents. On n'oufaient pas qu'elles eipvimeni les 
cobrdonnéesdupoinl oàkooiiibe pr(^K)6éeesitoudiée pv 
le cercle osculateor. 

182. L'angle dt , ou l'angle compris entre deux tangentes 
ou entre deux normales à la oouriie^ menées aux extrémités 
de f aie inttniniant petit ds , est appelé €m§k éê tmaùÊg m m . 
CSoMne on dédttU de réqnaliqn préoédeme 



en volt qne loinjon de courtMre est égal à l'éléBMniide Fave 
divisé par hngle ds conifngenes. 
183. 8i nous supposons d'alllears , csmroe on fa fait dans 

le n* 171 1 que.réquation de la courbe propos^ soit donnée 



ds 
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F(x.y) = 0, 

on aura d'afiièa le a* 1%, 

dF 

dy dx 
dx~ 

ày 

/rfF\«d^_ dF rfP d*? /dF\« d^? 

d^ W rfy <ig<^ "^U*/ <y 

et AD mattaDi œa valaus dana laa euKSBkMis d6 «. € et • 
n* IgD, il fiendm 

3(9'- (S)'] 



/dF\«rf«F rfFrfF (/^F /dF\«d«F 

itr* dx dy dxdy \dx) dy* 

/dFX'd'F dFdF rf»F /^*d^ 

\(^) dx^ dx dydxdiy^Xdm) ^ 



184. Nous avons supposé dans ce qui précède que l'ab- 
•due # élaH pnie pour wîable indépendante. On peot 
anan finie varier également « et y, en legaidant œa deux 

coordonnées comme des Ibnetions d'une troisième variable 
quelconque. Dans qe cas l'équation du cercle et ses deux 
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équations différentielles du premier et du sMond ordre 
étant «-^ 

(«-x)« + (6-y)« = pt 
(a — 4- (6 — t/)df/ 2= 0- 
rfx" + dy* — (a — a:)cf*x — (6 — y)d*t/ = 0 , 

on trouve, en désignant par ds l'élément de la courbe, 

_ ds* 
^ ~ dxdhf — dyd^x ' 

On pan iendrait aux mêmes résultats en substituant dans le& 

expressions du numéro 180 les valeurs de —, ^ données 

dans l'article IX pour le changement de la variable indépen- 
dante. Les résultats dont il s'agit conviennent sans moditi- 
cation au cas où l'arc s est pris pour la variable indépen- 
dante, et où , par conséquent , la différentielle ds est supposée 
constante. 

On peut d'ailleurs les représenter sous une autre fonne, 
en l'eniai'quant que 

[dxd^ — dyd^x)* = ds*\{d*x)* + (W) — (*rd«« + dyd*y)^ 

et d'autre pai t que / • - 

- - dyWx) = ds^'x - dx<Ps) = ds'.d g) 

dx{dxd*y — dyd'x) = ds{dsd^y — dyd*s) = ds\d . 



9 
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U vient (ioDC 



On conclut de ces expressions qu'en représentant par X et 
{A les angles formés avec Ips axes des x et des y {>ar Ja partie 
de la normale sur laquelle est placé le rayon on a 

Si l'arc % est pris pour variable indépeodante^ on fera 

d*«=0 , et Ton remplacera à et d par ^ et 

185. Les résultats auxquels on vient de parvenir devien- 
nent tiès^nsibles lorsque la courbe est regardée comme la 
limite d'un polygone dont le nomlnre des c6fés augmente de 

plus en plus. Soient /, m, n (^f/. 34) trois points de la courbe 
proposée dont les abscisses o/j. o^, or sont j-, x -\- dx , 
x-\-dx^d[x-\-d^\ ou^ + âdx+d'j'. En prolongeant l'arc 
Im considéré comme une ligne droite^ formant le triangle 
wSbe égal au triangle lam, traçant ca, et menant >tf et té 
perpendicnlaires sur fir et mn (que l'on considère égale- 
ment comme une ligne droite), on voit que cà repré- 
sente d^x \ ndy d'y, et iw, Mais ne = v + {d-yf, 

^ = + (éPs)». Or — esl l'angle de 

riii 

contingenoey c'estpà-dire — ; donc 

9 

ds ds 
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De plus représente le cosinus de Tangle alm formé par la 

tangente au point / avec l'axe des x. Or quand on passe du 
point / au point m , ce cosinus varie d'une quantité propor- 

ce 

tionnelle à la projection de ce sur tn6. Donc — . cos. X = d ( ) . 

cm 

On a de même — . cos. rx = d (^r) • ^'oii l'on conclut 
cm \as/ 

}^ L CM tt— i f 



cos.X= ^ 1 COS.|i= , 

^{ePx)* + (rf«t/)« — {(fsy ^{d*xy + (d«y)* — 

expressions qui reviennent aux précédentes. 

Développées. 

186. Soit toujours 

y=m (A) 

l'équation d'une courbe donnée. Nous aurons d'après le 
n" 180, pour déterminer le cercle osculateur au point de 
cette courbe dont les coordonnées sont x, y, les trois équa- 
tions 

(«-a:)« + (6-y)« = p« 
(«_x)+(6-y)^- = 0 ^ (B) 

dans lesquelles a , 6 représentent les coordonnées du centre 
de ce cercle y et p son rayon. Les valeurs de a et 6 déduites 
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d^' cps éqmtions ont f^fi'î données n** 180 ol sont 



K 



1 + 



6 = 7/ + 



(C) 



rfv rf'v . 

Kn mettant pour y> ^ ^ ^^^^^ valeurs en x déduites 




de l'équation (A) de la courbe propostîe, elles se trouveront 
exprimées au moyen de l'abscisse x, et donneront la j)osi- 
tion du centre do courbure qui répond à un point quel- 
f>nque de cette courbe, 
nuand on fera varier x pour passer d'un point à l'autre 
le la courbe y=.f[x), la |){}sition du centre de courbure 
phaugera en conséquence, La série de ces positions for- 
lera une courbe dont * et 6 considérée^ 'comme variables 
>résentent les coordonnées, et dont on ain-a «Hidernnient 
l'équation en éliminant x ^iïivc les deux équations (C). 
In effet, ces expressions conviennent k l'un quelconque 
n\ de courbure déterminés par la vaU^ur attri- 

but*e à a: ; en faisant disparaîtn vmiîmMo pnr l'éli- 

• * ' «jininatiun , il lu- n'stc plus qu uuc it i.tuoii ' . i.vit'ul 

^^^^ centres dont il s'agit, c'est-h-dire à la court)e.' 

- yjr^ <iui It^ lieu. C(»tte e^jurbe a élt'^ nommée d'après 

• ** Huyf,'ens la dèwloppèt de la coiu'bo donnée, dont ré(juaiion 

i^* • «s^* jpBé vélo p pce Cil ) Luiiiiiit'i iiiil 3c, u cl couiujc VtUiaulcs rt 

^•:\J comm ' fondions de x. Les différentielles de ces équa- 
I- • lions lui appartiennent donc également. ()r, en ditlérentiant 
^ V^?^ première équatitm (B) et on supprimant les termes nuls 
' /ti. .,en Vfrtu de^;i^(md<*, on a 



9 > 



a' 

• f • • 



a— + (6— 





En (lilVt'i'eiiliant de mèiiic I ondi' t(|iuitioii I 
supprimant les leniiei» nuls eu \< itu tic la ' 
a de plus 

(f.rd'x + (hifi I. • 

L'équation (E) ex])rimt' que les tanj^entes menées aux points 
■ éorrespondants d'uiitî cuui l" « t de va dt^v^'loppée sont f 
jours pf;r|>endicnlaires Tum* bur 1 autiv Ainsi le rayon ul 
courl)Ui>». touclie • nnnient la développ»^(\ Boniarquons 
de pln^ que I équation (D) peut s'écrire 



oc jE" 6 - 

et — — sont n»spertiv(Miient I»"? rosînns dos an- 



des y |mr le 

. langent a In dpveloppêc. Honc le }»reU3ier nioml»! 
' *" ' tto dciiii. . -iualioij rcprt^i'iilr I î oniino r^<^« prnir>^- 

ioiib sur la langenie de la dcvfluppcr u».'â tiicuicii 
t l r . >t-à-dire la I ur dti T ' ut de l'arc de u 
développe*' dont (foi o\ sont r ivoint^nt les y 

.1 et des y. En le dési par . 



-/'Va-: 




1 • • 1 

V. V tions s!ir !< 



don( 

if- hIB^ '''' 

Ainsi nous voyons que tiuidis qu'on passe sur la eourl-^ 
proposée du point m ,/jy. 35) dont l'ai 
point n dont l'abseisse oq e^t r i /// . ^..u 
.tdu point H- de la développtjii au pK.iji l'nrr 



\ ' Si.- . 4 • • 



r 'i 1 . \ 



4 ' 



7 1 



* • » , • . - . • * • ^ 



• •' — ■ . ; . 



'♦bii remplacerait alors les équations (C), entre lesquelles^. 

. ftk^^t^êti'e éliiuinée ))our obtenir l'équation de la dévelop- 
par les exprossionî? de a et 6 qui ont été données 
n" ]H3. On éliminerait ensuite .r et y enlrtî ces dernières 
équations « t IV^juation F(a;,y)=:0 d»' la rourlie pro- 
posée. 

\ '7^, Exemples de l application des résultats précédents. 
189. Soit eu premier lieu l'équation de VeUipfte 



Il 



1. 



X* vr dV "Ix 

■ ' On aura donc ici K(i:, = -f ir — i , t- = -r 

rfF -il/ d^-F -2 rf^F ^ d»F "2 , 
- . dy 6' a* dxdy dy- b*' JT- 



» 



enifrftccs deux points est é^'wl à la ditlérence des deux rayons 
iKMourburti *'t nv. 

<>n rcmrhif des résultath précédents que la courbe itèti '' 
serait décrite d'un mouvement continu par l'extrémité d'un • 
fil téndu qui aurait été enveloppé sur la courbe jxv, et / v 

qite l'on développerait progriTssivcment. C'est par cette rai- " " " 
^jOn que la courbe jav est nommée la développée de la 
;|jDurbe mn. Récjpraquement la courbe mn est nommée % 
' fâ développante de la éourbe (av. ^coilsidération des dé- 
veloppées est d'un grand usage dans plusieurs applications 
im[)nrtantes. 

f88. Si l'équation de la courlx^ propost'^e était donnée 
^ous la forme \' . 

F(a:,2/)=iO, 



3». • 



. * 



1 • . 



« • 
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.-• tuant dans l'expression de p du m" IS^.'î, il viendra 

0 



a' h' 



par l'expression du rayon de eourhnre qui convient à celte 
rourbe. 

En substituant maintenant les expressions précédentes 
dans les valeurs <le a et de C du même numéro . on 



4 

■ «trouve 



finis en tirant les valeurs de T et y et les melt^nl dans 
1 equalion de la courbe, on a 



1|À 

/pour l'équation de la développée de l'ellipse. Cette lijj;n«^ 
Test formée de quatre parties é^ixies disposées symétrique- 
, ment par rapport aux diamètres rectangulaires de rellipsf. 
Les rayons de courbure Ma et Nv appartenant aux sonin"iets 

6- a- 

•sont représentes respectivement par — et — . La dévelop- 

^-fée touche les axes aux points (a et v. 

L'équation de Yhyperbole se déduit de celle de l'ellipso 
en changeant le signe de h-. L'expression du rayon de 
courbure demeure la même, mais l'équation de la déve- 
loppée devient 

Cette ligni; est loniiéc . connue la prt ci denle. de quaUi- 



t • 



• ^ • « • 

diamètres rectangulaires de Thyperhole. Le rayon de coiir- 
hiive M{A qui n'^pond au sommet de la courbe a |X)ur va- 

leur — . La courbe touclie 1 axe des x au pomt |a. 
a 

HH>. L équation de la parabole \ 

= 2px 

dy sJi d*u Jp . . 

déunC 3^=-~r. -rT = -^-^ ; et en substituant dafll 

l'expression de p du u" 180, il vient 

O ITT"^ • 

9 SP. 

Les mêmes valeurs étant substituées dans les expressions 
de a et Ç du même numéro donnent 

el m éliminant x entre ces deux expressions, on trouve 
pour l étiuatiou de la développée de la parabole 

6^ ^ fer ^')' 

27 p 

CcHe (jquil>e est fermée de deux piirties égales |)lacées symé- 
fi-ûiuemênt par rapport à l'axe des Lo rayon dv; cour- 
bure 0|i. qui appartient au sommet de la parabole est égal 
a p. La développi t touche l'axe des .r au point ia. 



IWfl 1P>liéq«(d de la cycloïde , do^WîfÇesl occS^^fJf 

le 178, on a trouvé 



Il dy 



2H 



Vf- 



\ 



0 

et cil ijioUanl ces valeurs dans l'expression de p du ii" 180, 
il vient 

^ P = -2v/2R7/: 

AMi Ton conclut , v\i rapprochant ce rrsultat des formules 
données n'' 178, que le rayoln de œurbure est toujours 
double de la normale. 

Kn substituant également les valeurs précédontes dans les 
expressions de a et 6 du n° 180, on aura 

Il est visible, soit œs expressions, ^îoit par celle du 
rayon de courbure p, que lè cènlre. de iQOurbure lin somr 
met n de la cycloïde {fig. 36) est èa y/eiî prenantflà dis- 
tance a*=àn: Pour obtenir IN^quaiion de la développée 
iDus la forme la plus simple, nous la rapj- ns h â(^ir% 
nouvelles coordonnées a' et ê' iwallèlcs aux p^Liim r<:> . et 
qui sont comptées à partir du point ^ daik? le sens v6 et 
dans ïgt sen^ va. Noi^s. écrirons donc 

ce qui changera les équations précédentes en 



t'zsrW — x— 2 V '2lUf — }j\ V = 2R — ' ' ; 



• * " ■ ? 



(foù I on lire, en avant qjard à VexfMhn de .ren yM \ •;, ••. l'i-' 

a' - U . alT COS. ) ^^^^'^ ^' ' 

o\i enfifi en mettant pour y sa valeiU* eii 6' , 



aî = n arc C08. — V M»'— €^ 

n 



.•y 

•■.t.." 



■Jt ' 
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Ainsr la développée de k cycloidé est une aqtré cyoloïde 
égale à Ja première. 

C. iii ppoposiiioo résuit*' d aillem-s iiiiiu» «lialemenl de l^'--;-"/-. ' \ \ 
valciir obtenue ci-dessus "pour le rayon dij. eourburc ' : ^; 
.l'e.ceiïti'e de rmirbure df'vanl se trouver pour Ve point m 
rfé la evrioïde sur h" prolojigèmei ' ' • la normale, à 



. •• • • 



une distance riut=.rm, il s'ensuit qiu lare r\L du cercle 
de raviln R, dont le centre XiSt d, est égal a l'are rm di|,, 
cercle du ni/^me rayon dont le centre est c. Mais Tare rm 
Pst égal à rinter\alle <V donc 4'àrc «|x est égal à l'inter- 
valle V5. 

Uenianiii(Jii& di' i>lu> que.le JrayQn;d& courbure est nul 
au poinl, 0 de ta cyçtôide Omn. Donc l'arc 0\>. de la déve- 
!oppé< r-^A] au- rayon de courbure, Ainsi Ja lon- 
gneur totale de Ih dejni-cycloïde Ojxv est iR ; et en géné- 
ral si l'on plaçait au sonuBBt de la courbe Torigine dps 
coordonnées a?,?/, et si Von eomptait les axes du même ■ 
point, on anrôit 

Cette propriété remarquable de la cycloide » qui con- 
siste à se reproduire par le dé\-eluppement , est liée à la 
pi(..pi>Miiou sui\ai)le plus générale, et due ^^Jj^i^^.^lj^ 



ijoulli. bi , oMMMnt une courbe quelconque dont les 
extrémités touchtrnt deux côtés d'un rectangle, on en forme 
la développée, puis la développée de celle-ci, et ainsi de 
M lit»* à l'infini , les courbes obtenues de cette njani*'re 

. approi li( ront proiiiosi veinent de se confondre avec une 

s demi-cvcloïdc. 

XL\. i:OURBKS PL\NES, HAPI'OKTKKS MX œOHUO.NNEE:» 

, POLAIRES. 
• . # - 

L'usii},'o des coordonnées ;jo/a»fcs consiste à rempla- 
' oer, pour tixef la position d'un point' quelconque m, les 
. coordonnées rectangulaires œ et y ,v reipcesenléès par Op 
et mp j au moyen du rayon vècteui* r représente par Otn 
et de l'angl»' w formé pjtr co. rayon avec 1 axe des x. Les 
nouvelles coordonnées sont liérs aux premières, comme on 
Ta déjà remarqué n" 79, pAr les relations 

a; = r COS. d'où r = + v + V 
y = r sin. w ui = arc taog. K 

î^e rayon vecteur est pris toujours positivement. L'angle w 
peut alfecter toutes les valeurs positives ou néîjatives d(^pnis 
zéfb jusqu'à riiiHni. 

t9'). L'é(piation d'uiu' lignu droite passant par le poîflT 
dont les coordonnées rectanjïnlaires soïit y', et fonnaiit 
avec Taxe des s Tant; le , étant en coordonnées l'ectan- 
Hulaires 

y — y =: (ar — x') tang. t , 

ou trouvera pour l'équation (h' ht même droit*^ <mî coor- 
données polaire^ 




• et r' désignant les valeurs dr r .1 w (lui appartiennent • 
au point dont les coordonnées sont ar* fit y'. En effet, 
rsiiî. (œ — t) représente éyidennuent la distance constante 
de là ligne dont il s'agit h la parallèle menée à cett<» ligne " 
par l'origine des eoonloiin es. 

L'équation do la paralxile , quand on place Tori- 
grne des coordonnée» .au sommet, .est en coordonnées raor 
Angulaires 

et en coordoniUM s pijlaires 

- cos» o» .V 

195. L'éqiiatiqUrde leîlipso ou de Thyperbole en coordon- 
nées rectangulaires, l'origine étant placée au centre, est 




et en coordonnées polaire^ 



s 



^*C0^. " — trsin.'»»* 



lUO. Mais si l'on place l'origine des coordoiniées an loyer 
de la parabole en remplaçant dans l'équation y* = ilpx , 

X par ^ -\- X, 1 équation de cette courbe deviendra 

ou en fiMflttnt^==r', r' désignant la dislance du soniiuet au 
foyer, 



I^tant pour et y valeurs données n* 1*.)^, on aura pour 

• J*i^qiiatioii en coordonin't*s polaiic^s 

>iin. ' 1 — ' 

•«t?sî l'on coni|)t<» l'anf^lo w à partir de la poHion d<» l'axo qni 
esf située du rMé des .r nt'uatires, c'esWà-diw» a parhi <i ' la 
portion de l'axe mnn>pis(' «Mitre le loyer < sommet 'AMa 

• ooarbe - • 



r ±1 



1;+ COS. »•> * 



équation qu'il est facile de dédiiii^* inunt di.ii. m» ut d. -s pro- 
priétés connues de Ja piiralxHû. 

497.. Soi! e J'eKcentrieité de IVIlipic « t de l'hyperbole^ c'eôl- 
à-dirc le rapiïort entroJa distance d« rcnln' im f'iy. r . i f<« 
demi grand axe on axC ri^ei. On aûra (\<ïï\c < v^** — 
pour IVllipse et >?c =y d* -|- 6' pour riiyperHoN • . Iji pl.irant 
dans Tellipse l'origine au fOyer situé du côte^ des r positives, 
(*t dans l'hylKTbole au f(iyer^8itué dVi jcôté des x négairvcs, 
l'abscisse comptée' à partir du centre sera x-^- w'daos b pre- 
niière courbe, et x — ae dans la.seeonde. lièurs équations de- 
viendront respectivement 

et en substituant pour x et y les expressions du n* 1^2 , on 
auut.en cordonnées4)olaircs pour l'ellipse 

eLpour riiy()erb(»le 

a(tf* — i) a{e- — iï 

r = -r-^ — , ou r= — — — ^-r 

1 -I- C cOSb *•» rco^<»— 4 



s 



suivant (jiio Toii CônsidértTa la fSranrho (te fa coitr)^ la plu*' 
v<1isiho r>n la plus éloignée du foyer pris pour orifçine. Ces 
dernières tiquations se déduisent t'^aiement des propriétés 
connues des deux courbes dont il s'^it. 

lOS/ttoiis ivr)).'rrl!»>rons maintenatï). les expiassions ditlç^ 
renlielles générales qui appartiniiiniL à la direction de 1^ 
tangente d'une l'ourbe^ à son aire, et à la longueur.de 1 ^v'(^|, 
lorsqu'on emploie les coordonnées polaires. 
Soit en général 

0 

l*'équation d'une eourlie proposée. Si l'on demande la direc- * 
tien de la conrlx^ au point dont w et r sont les coordonnées^ . 
on remarquera que la droite formant l'angle - avec Taxe à 
partir duquel l'angle w est compté , dont l'éqnation ^ 

,sin./'f)'— t, ' 
l' — v— — > . 

a été donnée n" 103, sera tangente à la courbe au point dont 

il s*a^t (conformément aux principes exposés article XVI) , si 

dr • , 

la valeur de^ — déduite de l'équation d'- la droite est égat0^n 

(^e* point h la valeur du même co^'llicient différentiel déduite 
de réquation de la rourl>e. Or, en différentiaiit IVxpression 
précédente de f , on trouve 

rfr ^, sln.(«'»! — 'cjcos.(fo — 



ou 



(Ùxi SiD.'(<a' — i) 



dr * / V 

j- = — rCOt.(w — t); 



donc l'angle t formé par la coqrbe avec Taxe à paiiir du(|uel 



oti ciunpte l'aut;Ie w est déterminé en général par l'équalion 



I (If 

— représentant le (Xiellicieiit dill'érentiel du premier onln^ de 

la fonction r=:/^w). II ost superftu de re^narqner d'ailleurs 
que T — w est Tiitigle roinpris fntre )a tangente de la c<»nrl)e 
et le rayon vecteur. 

Le inéjiie résultat peut tHre lacilcnient ôbtfnu par la ^«'o- 
teéfrie. Car soient m , n {fig. 37) le^.dcu^ points de laxx)urh«^ 
^correspondants aux valeurs u> e( (j»;^(/a) de rinclinajson du 
rayon vecteur. L'arc mq décrit au point o avpc le rayon 
Om— r aura pour longueur rrfw, et m/ représentera dr. AJais 
H la limite nous regardons mq comme une lij^ne droite per- 
pendieuiaii*e à Om, et la courbe connue coïncidant avec la 
tangente dans Tintervalle inn. Remarquant de plus que 
l'angle mnq est le complément de l'angle x — lo^ on aura 
comme ci-<lessus 

• ^ ' , ■ dr 

C0t.^T-Cu)=-^^-. 

• 

l'on numme ^ l'angle formé par lu ii(»i iniâe illî*nee a la 
coiu'l)e au poiut m avec Taxe des on aiu'a donc d'aptrès 
la formule précédente 

i ^'dt'^ . 
tang.(a-«>=:--^-, 

• ■ * . 

9 — iù létaiU Tangle tbrmé pûr la normale et le rayou vecle«ir. 

-199. L'aire de la courbe, lorsque Ton emploie des coor- 
éonnées polaires, est l'esjtiK r- triangulaire compris entj^i^ette 
courbe, un rayon vecteur tixe ^par (exemple te rayon Oa {Ji^ 37 
qui coïncide avec l'axe), et le rayon vecteur mobile Om. Nous 



désignerons celte aire par u. U)rsque u> augmente de e/w, u croît 
du triangle Omn , dont l'aire, en regardant encore mn coniiuo 
jï ne ligne droite, est . 



Nous auroîts dSnc en négligeant (co\r)ft\(*^ on rfSît le fiiiire et\ 
passant à la limite; les quantités intiniinenl petites du second 
:,ordre y^^. 



•t'; • -y,» • • , -.11 



200. Quant ;\ la diftérentielle de Tare de la courlK*, que 
:;Bous continuons à représenter par s , elle est évidemment ex* 
primée, puisque l'élément wn (fig. 'Al] peut être regardé la 
Mniite comme l'hypoténuse du triangle rectangle mwy , dont 
. fes c<Més sont rrfio et dr , par 



• 



Nots supposons que l'arc 5 augmentera eh "^lème tefnp« que 
]*anj;lo w. . * , *. . , • » . : 

2ï>1. Si l'on veut enfin connaître rexpression générale du 
rayon de courbure en coordomiées polaires, on emploiera I9 
formule du n" 181, * ' * * \-, . - . ' • * • 

' ' ds 

; . * • . • " ^ dx, . ' ' . 
En observant que de Téquatloo du n» 19H . . 



cot,(T — co)zi.- - 7.,. • . - •• 



1 • 



^ on déduit par la différentiation 



\ 



' 'à, 



2. » * 



r. 



* ■ • # 

k • * • ■ t 



ï . . ^ Mais roltf même équation Hoiiin' 



L Ponc 



1 -f- 



h'ailleurs nous avons trouvé ci-dessus 



• -4 *.- » 



fis 

<ll'} 



• m 



(h 

,1. 



■{-(;-£)■]'• 



i V» . » / .'^hi si Ton vout 



1 ri'r 

/ <((•> f I II' 




La direction «le la- normnip iMnut rnnnno d'apivs !•» n ' j*»s, 
^tft expression <1ti ra\nii »uiui»iii\ >ullit pom «it:' mii- 
iiei' !a |)osition «lu centiu du corcI* nlateur. Le radictal 

;• f— ) jHMit «Mrf'all» rir (In sîiriip + ou du sii/iK» — .Si 

I on convient de prendre le sigiiP -f il s'ensuivra que I ii 
de courbmi^ st-ra n'}j;ar<l«* roimne positif lursquo les ditfiT»»n- 



• 



3 



gte 



' • • * • • ' ^ 



. / tiellps rf-r H fi/« seront de mtnne signe, et comme néjfatii !ors 

(juVIlPS sewmt d<î sisrnp oon traire. Nous supposons ici que ; ; • 
• Tait; K augmente dans l« uM-mr sf?us que l'anglé », ';\uisi 
" ^ , rayon de oourlurre ost crusc positif U»rs<jno hi ronriavité de ^a * * 

' . fourbe est tournée du côte de Poriginc ou p<>le dont émane 
■ \ - rayon vecteur et négatit dans.l4^ eas w^Mihaire, 



% * 

9 



j 




Cuurites nommées snirnley. . ■ /' 



202. Les géomèîres ont donné le nom de sp/ro/cx à diverses 

• , • ' courbes dont la nalui propriété- s .Apriment d'une 

• * *r . V maniiVe plus simple îiu moyen des coordonnt'es polaires. 



La spirale d* /Érchimède a pour équation 



t 



« 



^ t \ désignant tiin- « nnstantr positive. La i-ourbc < .<tiiiiin'i)( i' u 

* .«^ t ^ rori^<in( ou jM'l.*, cL ionne une iuliuité darévolution^ autour 
•••». ■ ' ' . ^ , 

■ . »\ • de ce p(MUt . (Inlit ( Ile U^Ml; ' di' pluS CU plus. • . 

'. -203. bans la spiral f. hyperholofuc . ainsi nomnuc ;i niison . 

' :, l'analogie d». >uii équation » \ . 



• 



• . ' 'rt dési^iant toujours une <<iii^lante positive) ave<- celle de • * • 
* rhyperl>ole rappoilée à S( ^ a>Nuiptotes, la courbe prend son , 
• • . orifline à mie di^' i ; ' inlinie du pAlo, où elle touclie u?ie * •. 
jàt)ite pai ali. l,. ^.^4^^ des r dont ré^iualion «^st if~^a (puis-/'-. ^-V 

; *j ^ que rcioiintion préf'édento peut ; n , et donné 



- \ ^ lorsque a> = 0). li^lie forme une infinHé de révolutions , - * 

. •.■•"-autour du pOle ^ doqt elle s'approche promvssiveuieut, mai»* . ' \ 



....... » •> ^' . • * • . . • » ■. • - - 
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I^^Y^ ratteindrc, puisque Ion n'a r = 0 qu'on attribuant à 

* jç.y Tangle to mic valeur infinie. 

i f^pirale logarithmique , courbe très-remiirquable 

*J V:>|lont les propriétés ont été étudiées par Jacrjucs Bernoulli , ' ^} 
" .. Ijponr équation 

- 1-' 




■* <•> -r loir. r , ou / , on ('iiliii 



• ''s: /fi" clésigfnanl la hase du système de lof'arithinrs . 
^^^.i»**, . 'Jft'ipix^î^n.s plus ^Tando que l'unité. La valeiu* OA 




(]ue nous 
OA de r qui 

%(6<»rrespond à w = 0 est égale à l'unité. Lorsque w croît posi- *#, ^ , 
^ „• . • V^'t^^^c"*- piU'tirdp zéi*o, r aufrmcnft^ r-fi n!n« : niiisi 

• ^ fe, courbe à partir du point A I'oihk aiiium au pui. uii« aifi- 
jùté <Je révolutions en s'éloignant pro ivement de ee 
point Lorsque w croît uégativeuiont à partu" de zéro, r dif^V^* '.^ 
^^ ..*^ .»ininue de pins en plus : la courbe form< :<'nienl à partir 

^ ♦&U point A , et en s'approchant progressivement du point (> ;V î*/ *. ' * 
'■««ms l'nttr'indre , nne infini!»^ de n'vnlnfiofK. -^'^ ^' - 

i I ' ijualioii ;• , ■ 

oudedm. «^^^ 4' . 




rfr " ' 

La fonnule du n' 198, t^inj;. (« — w} = , donne done 

iei pour «léterminer Tanglc compris entre la ri 
rayon vecteur 



, tanjç. ( la. 
Ainsi r^M a une valeur constante. 




.:«JL-. ' N 



3 



L^qmaion da isyon d« eourbore n* SOI , 
«Ment ici 

Donc {il élant {/ig. 38) le oeDlie de courbure correspondant 
au pmnt «n de la spirale logarithmique, la ligne Ofi est per- 
pc;ndiculaire sur le rayon vectf»ur Om. Le rayon vecteur et le 
rayon de courbure consenent un rapport constant. 

Soient Q et R les coordonnées polaires du centre de cour- 
bure |jk. On aura donc, diaprés ce qui précède » 



et en subslituani les valeurs de «> et r tirées de ces équations 
dans l'équation r=«^*^ de la courbe, il viendra ] 

ou ceqni levifliit an même, 

pour réqoalioa polaive de la développée. Donc la développée 
de la spirale logarithmique est cette même eoorbe qui a 

tourné autour du pôle d'un angle égal à ~ — Il suIRt 

l** ANMÉC. 14 
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d'ûUeiin, pour leooimaltre que Udéf6lo|y^ une spirale 

logarithmique, remarquer que sa tangente, qui n'est antre 

chose que le rayon (xm, loinK' un angle constant avec sou 
rayon vecteur Oy^, 

XX. ponnrs siivgclikrs dis GOinons rtARis. 

905. Les notions qui ont été exposées dans les articles XVI 
et suivants, et qui se rapportent à la détermination des tan- 

gent»'s des cuui Ik's, de leurs cercles oseuluteurs, ou en géné- 
ral des courbes osculalrices, sont fondées sur Teniploi du 
théorème de Taylor, et supposent en général que les coefii- 
cients différentiels de la fonction qui exprime la valeur de 
l'ordonnée au moyen de Tabscisse prennent, pour le point 
de la courbe que Ton considère, des valeurs finies et déter- 
minées. 11 est donc néceshaire, conlorniément à ci' (pi ^n 
a vu dans l'article X , que la ligure de la courbe soit con- 
tinue prés de ces points ; et de plus il ne faut pas que la 
fonction dont il s'agit se th>uve, pour la valeur de Tabscisse 
qui leur appartient^ dans les cas d'exception qui ont été 
remarqués dans ce même article. Lorsqu'il en est autre- 
nn iit , la figure des courbes est en geiieiiil .ilUrtée d'une 
manière particulière et presi ute a* qu ou nonuiic un point 
singulier. 

Dans la plupart des cas, Texistence des points singuliers 
tient à ce que la courbe a deux on plusieurs branches qui se 
réunissent dans les points dont il s*agit. Néanmoins les 

rourbr-s qui ont un cours uniqu**, on (|ui sont partagées en 
piu&ieurs branches distinctes qui ne s<^ croisent point, pré- 
sentent quelquefois des points remarquables que Ton a 
généralement compris sous la dénomination de points sin- 
guliers. 
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Gonemrm que Ton «1 fianpô las aoafficiAiits difiéiaïUfilg 

S' 5j?' l'ordoimée y de la courbe exprimée 

en foQcUoa de 1 abscisse 
Si le premier coefficient différentiel ^ devient nul poilt 

une valeur =a de Tabscisse, les autres coefficients conser> 
vant des valeurs finies, la tangente de la courbe au pobdt cor- 
respondant est parallèle h Taxe des a?; et l'ordonnée, confor- 
mément à ce qu'où a vu dans 1 ai lidc \1\ , cbt un uiaximum 
ou uu minimum. 

Si leooefiicient dlUérentiei -7-^ déviait seul nul, tous les 

autros conservant des valeurs tinies, le rayon de courbure 
est infini, et le sens de la courbure change» U y a un poini 

Si le coeliicicnt difiëreuliel du troisième oitire 3-^ devenait 

ax* 

seul nul, cela indiquerait que ^ est un maximum ou un 

minimum : mais cette circonstance ne peut en générai se re- 
marquer sur la figure de la courbe. 

Si les deux premiers coefficients différentiels ^ ^ 

étaient nuls en même temps, on se trouverait dans le cas re- 
marqué à la fin du n* c'est-à-dire (|u il y aurait un point 

d intlexion dans lequel la tangente de la courbe serait paral- 
lèle à l'axe des x. 

206. Outre les cas où quelques-uns des coefiicients difi'é- 
vpntîels prennent des valeurs nulles, on doit considérer ceui 
ou ils preanent des valeurs infinies. 

du 

Si le coefficient différentiel du premier ordre ^ prend 
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une valeur infime, la Umgente de la courbe est panUèie à 
l'axe des y. Gela peut arriver dans quatre cas : en un point L 
( fig, 39 ) formant dans le sens de x la limite de l'espace oc- 
cupé par la œiirbe; en M lorsque l'ordonnée est infinie et 
(jue la courbe a pour asymptote une ligne parallèle à l'axe 
des y,* en N lorsqu il y a un point d'inflexion; et enfin en 0 
dans un poînl de rtbnnmmmL 

Si le coefficient diflfêrentiel du second ordre devenait infini, 
celui du premier ordre ne Tétant pas, il en résulterait que la 
valeur du rayon de courhuro serait nulle. 

'207. Ck>nsidérous maintenant les cas où les courbes 
offrent plusieurs branches dont la réunion ou le croisement 
donne lieu à des points singuliers. Les cas dont il s'agit 
ont une liaison intime avec ceux qui ont été remarqués n** 90 
à 93. Kn effet, une courbe ne peut avoir plusieiu's brandies 
qu'autant que la loin tion î/ = f{x) qui rt'présente l'ordonnée 
contient explicitcmenl ou implicitement des radicaux pairs 
auxquels on doit attribuer un double si^. En général à 
chaque valeur de x répondent plusieurs valeurs de sf, et 
autmt de valeurs de chacun des coefiioients différentieb qui 
appartiennent respectivement <iux différentes branches de la 
courbe. Mais si la valeur particulitTe x — a lait disparaître un 
radical dans f{x), et réduit par là les valeurs de y à un 
moindre nombre , deux on plusieurs branches de la courbe 
se réunissent dans le point correspondant » qui devient ce 
que l'on nomme un point multiple. On a vu d'aUleurs 
au\ numéros cités qu il (allait ici distinguer deux cas. 

i" Lorsque le radical disparait dans f{x) pour la valeur 

= a parce que cette valeur rend nul ce radical même, le 
développement de f{a+h) contient alors des puissances firac^ 
tionnaires de A, et par conséquent les coefficients diflTérentiels 
doivent devenir infinis à partir d'un certain ordre. 
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â** liOrsque le radical disparait dans f i x) parce que la va- 
leur «ssa rend nul un certain facteur (x— a)** à exposant 
entier positif dont ce radical est affecté^ mais reparait dans 
les coefficients différentiels après un certain nombre de di£fé- 

rentiations, la formule de Taylor subsiste. Il n'en serait pas 
do mt*'nie si l'exposant m était fractionnaire: <»n rentrerait 
alors dans le cas précédent et on trouverait, à partir d'un 
certain ordre, des valeurs infinies pour les coefficients diffé- 
rentids. 

On voit, d'après ce qui précède, qu*un point multiple 
peut être indiqué par les valeui's intinies que prendraient 
les coefficients différentiels du premier ordre et des ordres 
sapérieuis. Biais cette indication n'est pas certaine, puis- 
que la même chose peut avoir lieu dans un point dinflexion 
où la tangente de la courbe serait parallèle à l'axe des </. 

On voit encore qu'en un point multiple les coefficients 
diffiSrentiels peuvent conserver des valeurs finies, et les pre- 
miers d'entre eux offrir , par exemple , des valeurs nulles. 

Cette ciiconstancc [Xîut éf^ale^lellt avoir lien pour un point 
d'inflexion où la tangente de la courbe serait parallèle à l'axe 
des X. Mais si les premiers coèffîcients différentiels réduits à 
zéro sont suivis d'autres coefficients différentiels affectés de 
radicaux, et si d'ailleurs f(x) est réelle près de x=a, on est 
bien assuré que le point dont il s'agit est formé par la réu- 
nion de plusieurs branches de la courbe qui ont entre elles 
un contact dont Tordre est maïqué par le nombre des coeiiî- 
dents différentiels qui reçoivent la valeur commune zéro. 

En généial, pour juger exactement de la nature d'un point 
singulier, il faut discuter, par le développement do f{a:±:h) 
en série ou par uu autre moyen quelconque, le cours de la 
eoaibe près de ce point. 
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i08. Le cas le plus simple auquel s'appliquent les consi- 
dérations précédentes est celui du point M (flg, 40) qui forme 
la limite d'une courbe dans le sens des x. On doit ooosidé- 
Fer les deux parties Mm, Mm' comme deux branches dis- 
tinctes (soit qu'elles s'étendent à l'infini, ou qu'elles se 
rejoignent pour former une courl»e fermée ) , qui se réunissent 
en M. Les coefficients différentiels du premier ordre et des 
ordres supéneura sont infinis pour la valeur de rabscisse 
qui répond à un tel point. La même chose a lieu lorsque 
la limite de la courbe est formée par un point de rebrousse- 
nienl N. 

Remarquons que le point N , où les deux branches de la 
courbe sont du même cêté de la tangente commune^ est un 

point de rebroussement de la neonde espèce ; et que le point O 

de là ligure du n° 20t), où les deux branches de la coiirhe 
sont placées de part et d'autre de la tangente euinniune, est 
un point de rebroussement de la première espèce. Le cas où 
tous les coefficients différentiels deviennent infinis peut ré- 
pondre d'ailleurs à divers points multiples 0^ dans lesquels 
se réunissent deux ou plusieurs branches de courbe qui 
touchent { eu 6c croisant ou non ) une môme ligne parallèle à 
l'axe des y. 

M. A l'égard des cas où les premiers coefficients dilfé» 

rentiels deviennent nuls, tandis que les coefticients difl'éren- 
tiels suivants conservent des valeurs linies affectées de radi- 
caux, ils donnent lieu ù des points multiples analogues aux 
pointsO et Pâmais dans lesquels la tangente de la courbe est 
parallèle à Taxe des x. 

Mais si la première différentiatiuii a sutli pour faiie dispa- 
raître le facteur dont le radical était affecté dans la fonction 
et qui devenait nul pour la valeur particulîèra «atf, an 



sorte que le radical se retrouvant dans -7^ , ce coefTicient dil- 

ax 

férentiel présente plusieurs valeurs finies distinctes , on aura 

alors un point multiple Q dans lequel les branches de la 

courbe se croiseront sans se toucher. Kt si dans un tel point 

d*u d^u 
une des valeurs de 7— se trouvait nulle , -r-h: restant finie, 

dx* d.r' 

il y aurait intlexion dîins une des bnuiches de la courlxî. 

210. Nous terminerons enfin en observant qvui l'on a 
nommé points isolés ou conjugués certains points dont les 
coordonnées satisfont à l'équation proposée entre x et y, 
mais qui sont entièrement séparés de la ligne que cette 
équation représente. Il existera, par exemple, un point 
conjugué correspondant à la vahîur a; = a si cette valeur 
fait disparaître dans la fonction y=if{x) un radical tel, que 
la valeur f{a) soit réelle» et les valeurs voisines f(a±:h) 

imaginaires. Exemple: y = [x — aTy/ix — a)' — b*. 

XXI. PLANS TANGENTS ET NORMALES AUX SURFACES 

COURBES. 



211. Nous récapitulerons ici succinctement les formules 
les plus élémentaires de la géométrie à trois dimensions. 

Lii direction d'une ligne droite passant par l'origine des 
coordonnées est fixée par les trois angles a, 6, y formés par 
cetti' ligne avec les parties des axes sur lesquels on cxympie 
les coordonnées positives x, y, x. Les cosinus de ces angles 
sont évidemment entre eux dans les mêmes rapports que les 
coordonnées x, y, z et Ton a les relations . t. 



— 310 — 

s _ W X _ COfca |r_ C0g.6 
îf""cofc6' i~c<Wit* î"oob.y' 

■ 

dont deux quelooiiques eDtnhièDt la troisièiiie. De pins les 
coordonnées du point de la ligne située à la distance 1 de 
Torigine étant respectivement cos. cos. ces. y» il en 
résulte 

006.' a + eOii* e + O0B.*T = 

lytpfâs cela 

étant les équations des projections de la droite sur les plans 

des xs et des yz, on a 

COS.* . eoe.6 

0 = » 0 = , 

CQ8.T 008.T 

d'où* 

OOS>gs=-r= » C0a.6=— y C06.T = 



Va«+^r«+l VSÎhÏHÏ* V«^f6>4-i' 



On peut donner à volonté dans ces fonnules au 

le signe + ou le signe — , pourvu qu'on lui donne dans 
toutes trois le même signe. Suivant le signe donné à ce 
radical^ les angles 6 et y appartiendront à l'une ou à 
l'autre des parties de la ligne qui sont séparées par 
l'origine des coordonnées. Si on le prend positivement, ces 
angles se rapporteront toujours à la partie de la ligne qui 
est hiliu'odu c^té des z positives ^ ou qui forme un angle 
aigu avec la partie positive de Taxe des z, 

313. Soient deux droites passant par l'origine des coor- 
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données el fonnuii respectivement avec les axes les angles 

et a',^, y'. La distance des }X)ints de ces droites placés 
à la distance 1 de l'origine est le double du sinus de la moitié 
de l'angle qu'elles comprenneal. Ainsi , appelant w cet angle, 

h Sto.* I = (C06.'C— COS. a')' + (C0S,6— C0e»6')» + (COS.Y— COS. y'}*, 

équation qui se réduit à 
Ssin.* ^=1— (coB.ftc06,ft' + ccs»6co«.6^-t OOS.TCOS.T'). 



Uab COS. (0 = COS.* ^ — sin.' ^ = 1 — 3 sin.* ^« Donc 



COS.» C06.a O0S.a'+ C0SJ6 008.6^+ CO&Y COS.'f. 

Si les deux droiles sont perpendiculaires l'une sur l'autre 

COS,a COS.s'-i- C0&6 C0S.6'+ COS.Y CO&y' = 0. 

Ainsi les équations des deux droites étant respectivement, 

» 

pour la première jp=<», y = te 
pour la seconde j; = a's , y=^t^z 

elles sont perpendiculaires entre elles si l'on a 



913. L'équation d'un plan passant par l'origine des coor* 
données étant 



el kt équations d'une droite passant par oetle mélne origÎM 

la droite sera comprise dans le plan si ces trois équations 
peuvent être satisfaites par les mêmes valeurs de Xyy, z, 
ce qui donne la condition 

i — af+Oy. 

:2ii. L'équatiou générale d'un plan est 

Xy y étant deux variables indéprndantes cl z une fonction 
de ces variables. Soit un point quelconque .de l'espace dont 
les coordonnées sont ^^y» et concevons que de ce point 
l'on ait mené une droite à l'un quelconque des points du plan 
dont nous désignerons les coordonnées par d^^^ti. La dis- 
tance de ces points est exprimée par 

ai y et satî^isant à l'équation 

Or la droite dont il s'agit sera perpendiculaire au plan si 

rexpression précédente (dans laquelle il faut considérer «' 
comme une l'onction des deux variables indépendantes x* 
et i/'l est un minimum. Pour connaitrti la direction de la p(M'- 
pendioulairo au plan^ on égalera donc séparément à zero> 
conformément à ce qu'on a vu dans les numéros i47 et suir 
vanU, les différentielles de cette e]q[>re86ion prises par rapport 
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^ et à y', ce qui donnera 

équations qui appartiennent à lu perpendiculaire cherchée et 

dz' dz' 

qui en détenninenl la direction. En y mettant pour — et — 
leurs valeurs tirées de l'équation du plan , elles deviennent 

x—x'-\-f{z — 2') = 0, i/ — î/'+(/(^ — 2') = 0- 

r 

On en conclut que les angles formés piir la perpendiculaire 
au plan proposé avec les axes des jt, des y et des étant re- 
présentés par X, |x, V, on a . . , ,\, , 

-r -9 " '4 

nos. A = ' , COS.[i= ^ - j COS. v = 



\/r+g'+i y/r-hg'+i yfpTg^i 

Les angles formés par fe plan proposé avec les plans des 
yj, des xz et des xy ne diflFèrent point d'ailleurs des angles 

215. De plus, l'angle compris entre deux plans est égal à 
Tangle compris entre deux droites perpendiculaires k ces 
plans : ainsi , appelant o l'angle compris entre les plans dont 
les équations sont respectivement 

• . 1- 

' z = fx + gy h > . • - 

on a 

ff'-^gg-^^ 

COS. ç = Z ^-^ ^ . 

La condition nécessaire pour que les deux plans représentés 
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par les équations précédentes soient perpendiculaires l'ua à 
Tauti'e^ est doue exprimée par Téquation 

316. Si l'équation du plan est donnée sous la forme 
K -t- La? -f My + Ne = 0 , 

on aura pour les équations de la normale 

et les cosinus des angles rorniés par la normale avec les 
axes des des y et des x, ou des angles formés par le 
plan proposé avec ]es plans des yx, des âP« et des cey, seront 
respectivement 

, L M N 

^L«+M«+N« ^L«+MHN» v'l'HM'+N* 

# 

917. Considérons maintenant une surfaoe qoeloonqtie dont 

réquation est représentée en général par . 

2 = f(x, y) , 

j-, y désignant toujours deux variables indépendantes, et pro- 
posons-nous de déterniiner le plan tangent et la nonnaïe 
menée au point de cette surface , dont x', y', z' désignent 
les coordonnées. On pourrait d'abord connaître la directioii 
de là normale par la même considération qui a été employée 
n* , car il est évident que la plus courte distance d'un 
point quelconque de la normale à la surface est dirigée suivant 
cette ligne elle-même. On trouverait donc, comme dans le 
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numéro, cité , pour les équations de la normsile , 
dz' 

— , -j-, représentant les cooHirients différentiels partiels de 
dx dy 

la fonction z' déduits de l'équation z' =f[x',y'), à laquelle 
doivent satisfaire les coordonnées du point de la surfaœ que 
l'on considère. Mais il convient mieux ici de déterminer le 
plan tangent d'après d<'s notions semblables à celles qui ont 
été présentées dans l'ai-ticle XVI. • 

Un plan est tangent à une surface lorsque aucun autre plan 
ne peut passer entre la surface et le plan dont il s'agit. x\ 
y' étant les abscisses d'un point quelconque de la surface 
proposée , les ordonnées des points voisins seront exprimées 
en général d'après ce qu'on a vu n° 138, par 



, dz' ^ , dj' . , d'z- A' , ■>»' , . , dV i' , . 



De même, l'équation d'un plan quelconque passant par le 
point dont les coordonuéjBs sont x', y\ z' étant 

les ordonnées des points voisins de celui-ci sont représen- 
tées par . - 

z' + fft + gû • • 



2 + etc. 



La ditl'érence entre les ordonnées de la surface et celles du 
plan est donc ' ^ 
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Mais 81 nous tupftpiOM le» mfStsmIê A f V^Êfutikom 
dtt plan détenniné par la condition de faire disparaître les 
termes du premier ordre^ c'est-Mka si noos posons 

cette différence se réduira à 

el l'on reconnaîtra, par le même raisonnement qui a été 
fait n* UWK (ju'tMi attribuant à h cl i rlos valeurs de plus 
en plus {Milites , on pourra toujours la rendre moindre que 
pour tout autre plan à l'égard duquel on n'aurait point sa- 
tisfait à 4a condition précédente. 

L équation d'un plan tangent à la surfoce proposée au 
point dont les coordonnées sont a:', y', a' est donc, d'apn>s 
ce qui précède » 

* 

m 

et Ton en déduit immédiatement pour les équations de la 
normale, conformément au n' :213^ 

^ représentent les valeurs des coefliciento diftéranliulii 

pailiels réduits à l'équation x = [{x^ y) qui appartiennent au 
point de contact. 
Ainsi, en rqirésentant par X, les anflilas tonés par 
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la normale avec les axes des x, des y et des 2 , on a 

(W dy' 



1 



Ces expressions eonvit'nnont éj(al«^nient aux anfjles iorniés 
par le plan tangent avec les plans des yz, des xz et des 
xy. Si Ton y prend le radical positivement , elles convien- 
dront à la partie de la normale qui est située^ par rapport 
à la surface^ du côté des % positives, ou qui forme un an- 
g|p aigu ftvec les t positives. 

•218. Si l équation de la surface proposée est présentée sous 
la forme 

elle aura pour équatituis différentielles du premier ordre, 
d'après ce qu'où a vu 4;>, 

L'équation du plan tangent deviendra 
les équations de la normale seront 

dx' Uy' 
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COS. X = 



enfin , les cosinus des angles > , |x, v, formés par la normale 
avec Faxe des x, des y et des ou par le plan langent 
avec les plans des yz , des xz et des xy, auront pour ex- 
pressions ^ 

_ dy' 

dF 

COS. V = 



219. Un plan tangent peut, en général, avoir avec une 
surface un seul point commun, qui est le point de contact; 
ou bien il peut la couper suivant une certaine ligne ; ou sim- 
plement la toucher sans la couper; ou. enfin,. la toucher et 
la couper en même temps dans toute l'étendue de cette li- 
gne. On remarque les cas où le plan tangent touche la sur- 
face dans tous les points d'une m^me ligne droite, propriété 
(jui appartient aux surfaces cylindriques et coniques, et plus 
généralement aux surfaces développablfes ; et le cas où le plan 
tangent , coupant la surface suivant une ligne droite , la touche 
dans un seul point de cette ligne, propriété qui appartient aux 
surfaces gauches. 

Les coordonnées y, z de la ligne d'intersection du plan 
qui louche la surface au point dont les coordonnées sont x', 
y', z', satisfont évidemment aux deux équations 

Kn éliminant entre elles l'une quelconque des variables x. 



k 
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2^ et r , on aura les équations des projections de cette lif^né 
sur les {)lans coordonnés. 

890* On Domme en général pte» normal à une surface, 
en on point donnéi font plan mené par œ point perpendl- 
cnlaîrement au plan tangent. La normale est la ligne d'inter- 
section de tous les plans normaux. Soit , en général, 

l'équation d*un plan quelconque passant par le point de la 
suriace dont les coordonnées sont x\ y' y z'. Ce plan sera 
normal à la sqrfaœ, si les constantes ^et g satisfont à Té- 
qnatioQ 

qui s'obtient par la comlition que le plan normal soit per- 
pendiculaire au plan tangent, d'après les n~ 215 et 218; 
ou par la condition que le plan normal contiienne la nor- 
male /d'après.les vr 213 et 816. 

881. Nous remarquerons enfin que si Ton mène un plan 
quelconque par le point de conlact comniun à la surface et 
à son ])lan tangent, l'intersection de ee plan avec le plan 
tangent sera tangente à Tintecsectioa de ce même plan avec 
la snrbce prq»osée. 

XXU. GOURBIS A DOUSLB COUaSURB. 

888. Une ligne courbe quelconque existant dans l'espace 

est donnée par ses projections sur deux des plans coordon- 
nés. Soient 
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— sos- 
ies équations des projections d'une ( ourbe proposée sur 
les plans des xy et des œz. En éliniipant x entre ces 
deux équations, on en trouvera \ine troisième entre y 
et z, qui appartiendra à la projection de la courbe sur 
le plan des yz. Dans ces équations, x est la variable in- 
dépendante, y y z sont des fonctions déterminées de x. 
La position d'un point d'une courbe est en effet déter- 
minée quand on se donne une seule des coordonnées de ce 
point. 

223. Considérons les deux points de la courbe auxquels 
appartiennent les abscisses x et x-\-^x. La sécante pas- 
sant par ces deux points, tend à se confondre, à mesure 
que Aj diminue , avec la tangente menée à la courbe dans 
le point dont l'abscisse est x. Or, les trois coordonnées 
du premier point étant x, y, x, et celles du second 
jr-f-Ajr, y-j-Ay, x-\-lz, Ay et As étant déterminées par 
les é(|uations précédentes , les cosinus dt's angles fonnés 
par la sécante avec les axes des x, des y et des z sont 
exprimés respectivement |)ar 

ks Ay A« 



V^Ax«-fAy«+Ai«' V^Aj:«+Ay«4.Ac«' v^Aa^+Ay«+Aj»' 

ou biep 

Ay 

1 Ax Ax 



Mais à mesure que Ajt approche de devenir égale à zéw, 

Ati A2 , , ,. du dz , ^ 

les rapports—, — approchent des limites -7^, -r-^ cest- 
Asc' Ax dx dx 

k-dire des coefficients différentiels des fonctions y = f[x). 
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-m- 

% = F(j-) qui représentent les ordonnée^ ^es pfojectioqs 

de la courbe sur Ils plans des ,ry ot des xz. pour, appe- 
lant a, 6, Y les cingles ioriiiés par la tangente de la cu^fbe 
avec les axes des des y et des on a 

COfc«= , . 'C0«i6= T==r. *^ 



formules où l'on subsUiueia poMp ^ ^ "j^ ^^'^ valeurs 

déduites des équations y=:f(x), -^F(j:"). 

2*24. Les expressions preci^dentes donnent immédiatement 
les équations de la tangept«. Soient (général 

les équatioDS d'une droite quelconque passant pur le point 
de la courte <ipDt les isQordonnéea sont s^, g'| i'. Cette 
droite touchera la courbe » si Ton a (d'après ce qu'on a 

__ eoF. g _ dy' coa>Y^ 



Les équatioDS de la tangiente sont diwHl 

y^y^^%(x^an. z^^^'^^is^afU z^^:='^i^^^)i 

djp' 
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et y comme il était ais^ de le prévoir , les projections de la 
tangente sont tangentes aux projections de la courbe. 

225. On en déduit également l'équation du plan normal. 
Soit en général 

Féquation d'un plan passant par le point de la courbe dont 

les coordonnées sont x,\j\z. On voit par le n" 214, 
que ce pian sera perpendiculaire à la tangente de la courbe y 
si Ton a 



Véqiialion du plan normal dont il s'agit est donc 



226. Enfin, désignant tocyours par 

les équations d'une ligne quelconque passant également par 
le point de la courbe, dont les coordonnées sont j*', y', s', 
cette ligne sera comprise dans le plan normal , et par con- 
séquent perpendiculaire à la courbe, si les constantes m et n 
satisfont à l'équation 



dz' 



dz'' 



du' d-*' 




=:0. 



2â7. Pour trouver Texpression de la différentielle de Tare 



d'une courbe, soient M et N {fig. Ai) les points dont les 

coordonnées sont respectivement or, y, z et x-^-^Xy y + 

z-^-^z.Là longueur de la corde sera y^^' -j- ^y* + 
Soit mené par le point M la tangente MT à la courbe, et 
ayant abaiûé sur cette tangente la perpendiculaire NT, 
projetons l'arc de la courbe IDi sur le plan BfNT* Appe- 
lant (p Tangle MNT compris entre la corde et la tangente, 
on voit que cette projection de l'arc MN sera plus {îraiide 
que MN, et plus petite que MT + NT» c'est-à-dire plus 
petite que 



Donc» appelant ^ la projection de l'arc MN dont' il s'agit, 
on a 

Ai=:VAa!«WW(l+«). ou ^= W«} 

la .quantité » étant <<p — ete. Or, si Fon suppose 

que àx tende à devenir égale à zéro, l'arc de la courbe 
tendra à se confondre avec sa projection, et Fangle <p ten- 
dra à devenir nul. Ou peut donc regaider la limite du rap- 

port ^ comme ne dlfTérant pas de la limite du rapport de 

l'arc de la courbe à àx; et, en désignant cette dernière 

limite par écrire 



On doimera le signe ou le signe — au radical, suivant 



— 230 — 



que Tare 5 augmentera ou diminuera quand on fera croitre 

228. Un peut d'ailleurs faire ici une remarque analogue 
à celle du n* 109. Les nimxn des cosinus des angles S, y 
feifnés par la tangente à la omvbe avec les axes des « 9 
des y et des i, s'eiprimerpnt par 

ite ^ du dz 

On donnera à la différentielle <i9 , dans ces expressions, le 

signe -\- ou le signe — , suivant que les angles «,6, y 
seront compU's à partir de l'une ou de l'autre des por- 
tions de la tangente qui sont séparées par le point de 
contact 

229. Lorsqu'on suppose, «omme on l'a ftit n* 229, une 

couii)e donné»^ par ses deux projections sur les plans des xy 
et des ocz, on l'egarde cette courbe comme étant l'intersec- 
tion de deux surfaces cylindriques ayant ces projections 
pour bases 9 et dont les arêtes sont respectivement perpen- 
diculaires aux deux plans. Mais une courbe peut être con^ 
sidérée d'une manière pins générale, comme étant Finfcr- 
section de deux surfaces quelconques représentées par les 
équations 

y » = 0 . F (*f Vf = 0- 

Les ordonnées y et x sont alors des fonctions implicites de 
l'abscisse x. En appliquant donc les notions présentées 

dans les n''* li et i:> , on diflérentiera ces deux équations , 
re qui donne 

df df d\j df dz d¥ dy dV dz 



Digitized by Google 



— 231 — 

èl en tirant les valeurs dé ^ , ^ , 

dœ dx 

df d? _(iV df^ df f/F_dF df 

dy dx dz dx dz dz _ dx dy dx dy 

dx" dF df _df dF' dx " Wlf _ df dF' 

dy dz dy dz dz dy dz dy 

Ces valeurs doivent être substituées dans les formules des 
numéros précédents. On pourrait ensuite en éliminer y 
et z au moyen des équations proposées f{x ^ y , 2)=zO , 

230. Remarquons d^ailleurs que, d'après le n" 218, si 
Ton désigne par x' , y' , z' les coordonnées d'un point de la 
ligne proposée, les équations des deux plans menés par 
ce point tan^'enticllement aux deux surfaces courbes, dont 
cette ligne proposée est l'intersection, auront respective- 
ment pour équations 



df 
da/ 




xO + 


df , 

dy'^'" 


y')4- 


df 
dz' 


dF 




x')-i- 


dF 


y') + 


dF 


dx' 


dy'^'- 


dz' 



0. 



Ainsi ces équations appartiennent à la tangente de la 
courbe et en déterminent la direction. En général, on a 
les équations de la tangent*? en remplaçant dans les équa- 
tions différentielles de la courbe, dx', dy', dz para? — a:'. 

Plan osculateur. Rayom de la première courbure et de la 

seconde courbure. 

231. Les notions exposées dans l'article XVI sur le con- 
tact des courbes planes, s'appliquent généralement (conmie 



; Google 



* 



on a pu le voir dans l'artksie précédent) «a contact des 
lignes et des surfiuses. 
Si Ton eonaidère une première ligne représentée par les 

équations 

ir=A*}* «=F(«). 
pois une seconde ligne représentée par les équations 

on verra qu'en supposant que ces lignes se rencontrant au 
^ciai dont les coordonnées aont x, y ^ x, on am 

« 

pour les ordonnées du point de la première courbe cor- 
respondante à Tabscisse x+h; et 

V + 3^ + etc., ^+ -^u^ 2 + etc. , 

pour les ordonnées du point de la seconde ëMèe cônes» 

pondant à la même abscisse. Les différences de ces osdon- 
née^. seront donc respectivement _ / ^KS^^' 



et4'aiinre 7'< 
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— 233 — ' * 

pour l'expression de la distance dos points des deux courbes ' 
dont il s'agit. Or, on verra par les mêmes raisonnements 
employés dans l'article XVI, que les constantes arbi- 
traires qui entrent dans les équations y = o{x), z = *(x) 
étant déterminées de manière à satisfaire aux conditions 

d.fjx) d.l^jx) d,F(x) , . . 

—3 — = — j — , — -z — = — - — , la seconde courbe aura 
dx dx dx dx 

avec la première un contact du premier ordre, et qu'aucune 

autre courbe ne pourrait en approcher davantage, îi moins 

d'être assujettie aux mêmes conditions. On verra également • 

que si l'on satisfait de plus aux équations ^ '^^^^ = ^ '^[^^ , ^ 'i 

dPMx) d\F[x) , , , 

— — — , les deux courbes auront un contact du 

second ordre, et qu'aucune autre courbe ne pourrait appro- 
cher davantage de la première, à moins d'être assujettie aux 
mêmes conditions. Et ainsi de suite. 

232. Le contact d'une courbe quelconque avec un plan 
peut être considéré de la même manière. Les équations de 
la courbe proposée étant toujours t ; 



y = f{x), z-F{x), 

soit en général 

z^2' = m{x—x') + n{y — y') 

réquation d'un plan quelconque passant par le point de 
la courbe dont les coordonnées sont x', y', 1'. Si l'abscisse x' 
devient x'-^-h, on aura pour le point correspondant de la 
courbe 
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et pour l6 point du plan qui répond aux abscisses x'+h 



Prenant iiiaiiit*»naiit la difieronœ des valmrs d«' z qui appar- 
tion lient au plao et à la courbe^ on trouve pour l^expiessiou 
de la diffiérence 

Si Ton veut donc en pRinier lieu que le plan aoii tan- 
gent à la courbe, Il firadra que les eonstantes m, n aatia- 

fassent à l'équation 

àz' dy' ^ 

et il est facile de reconnaître que cette équation exprime 
que le plan doit passer par la tangrntc à la courbe, en se 
rappelant ce qui a été dit n» t213 , t t ayaut égard aux équa- 
tions de la tangente données n" 

Cette équation ne suffit pas pour déterminer m et n, et 
effectivement il existe une infinité de plans passant parla 
tangente qui tous touchent la courbe. Mais si Ton pose 
encore l'équation 

on établira entre la courbe et le plan le oonlaci le plus in- 
time qu'il soit possible , aucun autre plan ne pouvant 
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entre celui-ci et la court>e. On lire de cette seconde équa- 
tion , réunie à la précédente, 

I /: dy dy' d«£' 

_daf* _ dx' dx* de" 

djf* dx'^ 

ce qui donne pour l'équation du plan noinnié plan oscu- 
lateur f parce qu'il a un contact du second ordre avec la 
courlk», 

^ (2-. }_ y^, {X x)+ ^^^^ [y y ). 

233. Dans ce qui précède x est prise pour la variable 
indépendante , y et i sont regardées comme d<*s fonctions 
de a?. Si l'on veut regarder x^y, s, comme des fonctions 
d'ime autre variable indépendante quelconque , on ob- 
tiendrait l'équation du plan osculateur cpii convient à ce 

. dy' d'y' , dx' d*z , 
cas en remplaçant ~, et —, — par les expres- 
sions données n" H pour le changement de la variable 
indépendante. Mais on y parviendra plus simplement en 
reiiiaKjuant que l'équation générale d'un plan passant par 
le point de la courbe ayant pour coordonnées x' ,y'y z 
est 

A(ar— x') 4-B(î/ — y*) 4- « — ^^ = 0, 

et donne pour ses deux équations différentielles du pre- 
mier et du second ordre, en faisant également varier 

etz, X- ^ x^i} '. 

Adx -(- Bdy + dz =^ 0 , 
\d*x-\- hd*y+ d'z—O. 



Or, le plan sera le plan oecolateur demandé sî ces deux 
équations différentielles sont satisfaites par les valeurs 

dx'y dij\ dz' et dV, d^ij\ d*z' appartenant à la courbe. Dé- 
terminant donc les constantes A et ii par les deux équa- 
tions 

et substituant leurs valeurs dans Téquation générale précé- 
dente , il viendra 

{dy'd'z' — dz'dhj') (.r — r ) 4- idz'd'x' — ds'd^z') (y — y') 
■\-(dx'd''y' — dy'd^x ) (s — i'} = 0 , 

pour réquation du plan osculateur. 

Si l'on prenait x pour la variable indcpt ndante , ou 
devrait supposer dans cette équation d'x'=0 : on re* 
trouverait ainsi celle qui a été donnée dans le numéro 
précédent. 

234. Considérons maintenant le contact de la cooilie à 

double courbure proposée avec une surface sphérique dont 
l'équation générale est 

(« - «)• + (6 - y)' -f (Y - zf = p' , 

a , 6 , f désignant les coordonnées du centre , et p le rayon. 

Si cette surface passe par le point de la courbe dont x\ y', x' 
représentent les coordonnées, on aura 

De pins si elle touche la courbe Féquation différentielle du 
premier ordre déduite de cellfrK» en faisant varier senle- 

inent x', y', z, qui est 

(«^ x^dx' + (6 - y')dy' + (t — z')d^ = 0 
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devra être satisfaite par les valeurs de dx', dy\ dz ap- 
partenant aux points de la courbe. Ainsi toute surlace sphé- 
rique déterminée de manière que 6, ^ et p satisfassent à ces 
deux équations touchera la courbe proposée. On voit d'ailleurs 
par le n« 925 que la seconde de ces équations indique que le 
centre de la «arface sphérique doit se trouver sur. le plan 
nornml à la courl)e proposée. 

235. Si la surface sphérique a un contact du second 
ordre avec la courbe proposée, il faudra que Péqualion 
difiérentielle du second ordre déduite de la précédente, qui 
esl 

soit encore satisfaite par les valeurs des différentielles de 
x'$ Jt,\ tirées des équations de la courbe. Supposant donc 
ces différentielles déterminées de cette manière, toute sur- 
fiice sphérique pour laquelle a, ^j-^ei p satisferont aux équa- 
tions précédentes aura un contact du second ordre avec la ' 
courlx; proposée. Il est évident, d'ailleurs, que la dernière 
équation qui vient d'éti-e obtenue étant déduite par la diffé- 
fentiation de Téquation du plan normal à la couriie au 
point dont les coordonnées sont x% y\ %*, on peut dire qu'elle 
se forme en retranchant l'équation de ce plan de eetle du 
plan normal infiniment voisin, mené ii la courbe au point 
dont les coonlonnées sont x'-^-dx', y dy\z' dz . 

On en conclut que le centre de la sphère osculatrice doit 
être situé sur la ligne droite, qui est rintersection des deux 
plans normaux appartenant à deux points de la courbe, 
dont la distance est supposée plus petite que toute grandeur 
donnée. 

236. Si , par le centre d'une sphère tangente à une courbe 
proposée au point m, et par la tangente menée à la courbe. 
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au même points on fait i^gsser pii plan, a^ p|a]) iKHi|ip| 
évidemment la sphère suivant up gnuad cercle qui sera égqle? 
ment lancent à la courbe. Ainsi une courbe quelconque a 

une iuliniu'' tic w rt U s tangents dont ies centres tufi^ 
placés sur le iilan normal à ci'ttc courbe. 

Parmi toutes les sphères tangentes à la courbe propos 
sée f nous distinguons les sphères osculatrioes dont les cen? 
très sont placés sur Tintersectiop commune de deux p^na 
J^-nor^ux consécutifs; mais, de plus, parmi les sphèrea 
osculàtrices , nous distinguerons celle de ces sphères dont 
le rayon est le plus petit de tous, et dont le centre est 
situé dans le pUm osculateur mené au point m de la courbe 
proposée. Le grand oenple suivant lequel cette sphère est 
coupée par le plan osculateur est non-seulement tfuigçnl ^ 
la courbe |)r(i}>osée dans le point m, mais de plus il a eq 
ce point un contact du second ordre avec cette courbe, 
puisqu'il est l'intersection conunune de deux surlaces tjiii 
ont elles-mêmes avec k poi|r|^ \yûi pont^ct 4l| secopd ordre. 
Par conçé(}uent ce cercle est le cqnele osmiuiewr de coiir^ 
proposée, et il ^ mfisure la courbiir^;. Op obtîendri| ^'j- 
demment le cercle osculateur dont il s'agit si aus^ condi- 
tions établies ci-dessus pour la détermination des quantités 
ty ?f ûii ajoute celle que ré(|uatioo du 233 soit 
satis&ite quand on supposé j;=:a, y=S| AÎP^» 
coordonnées du centre et le rayqn du cefçle qspii)i)t^i|r ^ 
iqnt donnés par les quatre équations 

d*!— d'^rt»— aî)-r dHf(€— y)— ^''«(t— = 
X(«— aî) + Y(6~y) + Z(Y— =0. 

Nous supprimons les accents pour plus 4e §jii)pljcitéî n^MS 



remplaçons itar*-|-dy*-f iT^c* par 8i| vuleur A*; et nous 
posons pour abréger 

On en déduit par FéUmination 



^ X* + Y* + Z» ' 



^ X« + Y» + Z«~ 

Remarquons maintenant que 

= d^)d*ar — dx(djBd*x + i^fcl^y + dzdh) 

= di«d«a; — <ix<ù d*s = ds\d {^^^ ; 

de niéme 

X^ - \dx = <<J«i<«i - dziUdh =, dsKil } 
et par conséquent 

De plus on trouve ég^J^iQeQt 
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Ainsi, les expressions précédentes peuvent s'écrire 



OL — X = 

6-y = 

P = 



dsl 



Ces expressions conviendront au cas particulier où Ton 
prendrait l'arc s pour la variable indépendante, c'est-à- 
dire ds pour différentielle constante, en faisant d*s=0, et 

par conséquent remplaçant ^'^^^j ^(^)* ^(sï) 

d'x d'y d'z 
ds ' ds' ds' 

237. On peut d'ailleurs parvenir directement à ces expres- 
sions en étendant à une courbe quelconque les notions qui 
ont été présentées dans le n" 1 sr> , pour le cas d'une courbe 
tracée dans un plan. Considérant trois points cx)nsécutifs de 
la courbe, savoir, le point l(pg. 42), dont les coordonnées 
sont jr, y, z ; le point m , dont les coordonnées sont x + dx, 
y-\-dyy z-{-dz; et le point n, dont les coordonnées sont 
x+2dx + d*x,y + 2dy + d*y , z + 2dz -f d*z . Dans l'inter- 
valle /m, représenté par rfî, la courbe est regardée comme 
coïncidant avec la tangente menée au point/, et dans l'intervalle 
mn, représenté par ds + d*s , la courbe est regardée comme 
coïncidant avec la t^mgente menée au point m. Le plan 
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qui contient les deux tangentes Im , mn, est le plan oscu- 
lateur mené à la courbe au point /. Si Ton prolonge Im 
d'un intervalle mc = lm , et si l'on décrit dw point m comme 
centre Tare infiniment petit .(C<',...rintervalle ii^réseï^ 
lera tPi. De plus on pourra regarder ce comme une li- 
gne droite, et supposer droits los aiigje^s que cette lif?no 
forme avec me et mn, puisqu'ils ne diffèrent d'un an^Ho. 
droit que d'ime quantité infiniment peti^î.» Eulin le rap- 

CC ''*.'''•■ \ 

. port — donne la valeur de l'angle de coniingeûce (voyex 
«•'182), en sorte que . ' * • ' 

• • . r • . . • • , 

• • • ' . V • ' u ' - ■ ' , • * * 

ce as V (L%^ ' r 



> 

p./ • 



f désignant toujours le rayon de courhure. Cela posé, si 
l'bn reraaiijue qu»* ies coordonnées, du point c sont x-{-^dxr 
y + idy, z-\-'^dz, on voit qiie Us projections de en sur les 

axes des X, des y et des wnt d'x, d'z. Don^ ' 

' • • . • . • ... ... 



et par conséquent 

• • ce= '^(d^xy À- Xd'ifY -f (rf*-)5- Cfp4)», 

d'où résulte '-^ . 

. . . ' 

ds*' 



* • • • 



1 Pdur déterminer maintenant lâ dîrectioh dù rayon de 
éoùrbure, qur Ost parallèle î€ c», on remarquer» qûe les 
cosinus d».'s aûglej fiirmés j)ai' Im mTcJeii axes soiU re^ 



llto dk' ^2 

pecUveuient'^^'^y ^ cosinus des angles 

iimis par ahmI avec les axes' sdùt ^ + ^ > ^ + 

* £ (^) ^^^^^ triangle mce, me 

et'fw jétaieot'é^au&i rudité, las pEojectk»ii8 de ces lignas. 
' su^ chaque axe seraient égatosiabx connus cTes angles quVllea ' 

forment avec l'ax*'. Les projertions de ce serûienl donc égales 
aux din'en nces de ces cosinus; d oii il i-csulte quVn multi- 
pliant ces diflérctices pair cm ou 4s, on aura te^ pn^ectious 
de es. Ainsi lepréseiitant côimne i»-dassus pajr 'X^ t&ytv-y'les 
angles foônés^ par- Ve nf on de couiibitre avec 1^ axés 4ies 1», 
de^i^ et de&'Xy-4A*a ' . 



• . . ... ^ 

238. Un T^onclut d'ailieiirs .de ces équalions 



eUpression ramarqtiable; de Fanglc de todnjiiligiiàce'dsnsaiia 

courbe à doul>lc courbure. " ' • , 

. On voit égalemqii cpie l'expression du r^yon de,GOiirl)ai^^ 
*P peui'èire pràssirtéeaoua ]à toàaià 



œ (tue Ita «Mk^MU égderiiént de» 

été données au commencement du numéro 236. * • 

RcmarquoTis de pîuâ que si nous représentons > comme 
dans le n« par a, 6, y les angles foftt^^ par lâ.Uuigeta» 
menée à la cotirfae au point dont lee odohioflné^ sdiH à, it; 
A iiôas âppeliilu «» Véanfiè eôMîdgbiMfe, k (sMA il Modi 
ifoàttégafdaux exprensiofld de c&s. « , co8. fcds. dontiées 
• * *nï âiS ^ l'expressiou précédente se transformera en ' •* 



. •»:= M . COS. a)' -i- (d . COS. 6)« 4- <rf . COS. Y )«. 
' • *. ... 

' Cette formulé peut d'etUeun 4tae obtenue direclemeiit e« 

rémarquaut que, si tu désigne d'abord Tangle de deux tan- 
gentes queicouqués^ on a eu quautiUîs. finies: 

*co^ w = COS. of(cos.a ^ Aco& «j + (X)s.6(co&ô -f- A cos.6j + COS. Y (ces, Y 

Mais on a généralement cos.tosccos.* J ux — sin.'^w, d'où 
i— cos.ttkztSçin.'i». JDonc^ * * .* t 



• ♦ 



« » 

*€r oa.peùl mèttië à k pMt dhi liioinbre f la. qu^ 

' . ; ' ' +(COi.T+Ac<li.Y)«;L* 



néduieant mi8iiîle> et n9niari;pi(iit'^qae; quand rapgie «»ëit 
suppoeélsihiidBMt^^ ofr Teli^ve^ea 
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rèTDplaçant le signe a par le signe d) la formule précédente. 
Cette formule exprime généralement l'angle infiniment petit 
oon^ris. entre les deux positions infiiiiinent voisioes d'une 
fifpifi «lojB^ jM. angles avec tes axe» sotDt «xprimé^ par. et, 6, y* 
Les réauMs {iréçédeiits se iiq^poétent ii* la jirvmtirs 
çoiirfrorè de li| ooufbe proposée^ iqui a lien daas le sens du 
plan osculatear. Remarquons, maintenant, que deux plans 
osculateurs consécutifs mniprennent entre eux un angle 
ipfilMipept yetit ^ qui donne la mesure de la sec<md§ courbm 
'àù ^eUe couibe. âoitiQ-cet angle el lappeions-i^és/^ 
i'é^uatioii da pUm oacnlateu^^ tellé qn*^ éM écaiie dans le' 
m-Ma, élant 



• 



tes^iosinus des angles forijaés:par la normale à ce plan. avec, 
les axés des df, des y et des. i sofit représentés respectivé- 
.roeat ^d'après le n* 216.^ par . 



; VX"+Y*+Z** V^J?+Y«TZ«' v^X«+'Y*+Z'*. . 

' * • , • ■ • ■ . \ ' 

}Jàxi^\e Ù de deux plaas oscillateurs consécutifs éUiit égal 

à Pangle des deux normales à ces plans ^^notls aurons donc, 
d'iaprèrce qu'on a vu dans k numéro pré^ 

oo '^n (développant ^^ei ayani é^tad aux réduetion^ qui 
s'topèrent^ * ' * . 

■ 



« • 
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ou bien encore • ' » • 

• ■ 

Mais on trouve faeiiemeot 

.• * . • 

dJissdyilPt^~dzd^^ 4X=ézd^àn^4xié^z\ 'dlssdxiPu^-d^éPs.i 

puis , . • , : .... 



# 9 



m t 



« « 



' <fe rfy . *~ , ^ . ' ' 

• ♦ 

et p^* coDs^ueoi. , , . 

• \ 

Si iFoii désigne par P le rapport de l'élément' lU de Farc ' 
ide la ootirbe à l'angle fi CDo^a entre les deux pfauAs'û^- 
laU'iirs gui répondent aipc points placés ans eaMmitéside 
'œt 'éléinent, râjpqport que Vôn nomme quelquefois le payon 

. 4b la «eediide oouibtte, où si Ton' pose .•^•=0^ én'iuifà 



donc 



_ ^ (dxd^y—dydix)^-{-idzd^x—drd'z)*+(dyd*z--dzd'y)* ' 



la valeur da-ra^on de. k ' seçonde eoorbm. 4épmA dés 
dîfférentieliies du' trpisièine éeâate dn oeordonnées ^'9^% 

iôndis que relie du rayon de la première courbure dépend 
^Ndeoieni des. différentielle^ du second ordre. 



• % . • » • 

♦. ■ 
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!I40. Si Ton a pour tous le& points d'oM ligne quel- 
conque réquaiion * . * ' 

t 

•u (ce qui revient au même] l'équation 

il en résultera, d'après les n»* 21^6 et 237, que le rayon p 
de la première vi^ii^Mire a^f ioppi^ oq qiie 4eMx élétnenU 
Goméôitifii de la Ugne oompiei^ront toujèun entre eu 
un #ngle pul , G'est-Mire seront plao^ dans le pnrfeéife- 

ment l'un de l'autre. L une et Tautre des équations précé- . 
dentés expriment donc d'une manière générale la condi- 
tion analytique à laquelle doivent satisfaire les valeurs des 
' eoojrdonnées )f; i> pour qu'fdleé paissent q^paitenir à 
une li^ droite.^ ' > ' 
tU|, Si l'p» § pour fofis pqin|» d!iiiïS '{ig^f^e l'équa- 

d2{d*xd*y—d-yd^J0} 4- dyid^zd*x^X(Pz) + (Lr{d^yd^z^^,zd^):^ 

* ♦ 

fl en résultera, d'après le if ^39, que le rayon P de la 
seconde courbure est infini, ou que deux plans oseula- 
teitrs consécutifs comprennent entre eux un angle nul, 
e'âst-àrd^ i^îppid^i Tun avec Tfiutre. CeMe , ^nation 

(S^NTi^e (jQiwr, ep ffsf^î cfl^^w ifMy.^ilf» k kr 
quelle doivent satisfaire les vldèurs des ooordonnèes x, 

Ui * f f&i^^ qu'^lqr . (Hii^f^t api^Uiuir à vlj^ poufl^e 
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m. Drainés te« S34 ei.^, d Vmi yeipT qu'Hae 
H^èie ait tu» pootoct ,du imiid ùtdn afec «ne. oourlip 
proposée daas le poiiit do|it les eoofdoooées sont x^y, Zy 

il faudra que les coordonnées a, 6, y, du centre de la ' - 

ipbère^ et son rayon satisfassent aux trois équations . 

• • • ■ • -, ' ' 

idétermination d'une sphère* dépendant de quatre, coq- 

stantes, tandis que Von doit satisfaiiv à trois équations 

• seulement , il en iiisulte qu'il existe pour cliaqué point 

• de la coarbe. ^Nroposée ime inlinité d^ sphères ^scula- 
trioes. Tbates 'çes'^j^res ontj comme on l'a vu ci-dc^ 
sus,, leurs fseatres placés sur une li^ne droite, qui est 

• - Finterseetion de|'*deux plans normaux^ oonsécniife mimés 

• à la courbe proposée dans les deux points dont les coor- 
données sont X, y, z y ci j- -f rfx , y -\- dy , z-\- d». Cettè 
\^gB^ droite est nécessaireiuaiit perpendiculaire à .la tai>- 

Miée k la couibe au poipt.dQB^ les eooidoiioéai 

' On peut se représenter Tensemble.des plans normaux 

■ penéâ à tous les points de la couibe pro|H>sc(i . les 
lignes droiteb qui sont les intersections des plans nqi:- 
roaux ooDséciitifg, et la ^r/a«e 4^9hnp(stUe Sogtthè^ par 

• f^sfiBble oec li«ii^..droUe6<. CbaquA. pian. bmhI 
t(»MQli^ «atto smrfm dapf iautii l'élendiie A» FapMè'-r^ 
(jligj^^ ^^(P^mA k et plié- CeN» aiâlg ést perpendieur 
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laiii» à la tangente menée au point de la courbe proposée 
par laquelle passe le plan normal; et elle est le lieu des 
centres de toutes les sphères osculatrices appartenant à ce 
point. Ainsi l'on peut dire que lâ surface dévelqppable dont 
il s'agit, fcïrmée par les intersections successives des plans 
normaux de la courbe proposée , est le lieu des centres 
des sphères osculatrices de cette courbe. Si Ton se place 
en \m point quelconque |jl de la surface , et que l'on mène 
de ce point une normale à la courbe proposée qui la ren- 
contre au point m , \& sphère décrite du point jx comme 
centre, avec |xm pour rayon, auj^ uq contact do second 
ordre ayec cette courl)e. ' ' 

D'après ce qui précède, on peut considérer dans les 
équations précédentes a, 6; y, comme des coordonnées 
variables appartenant k tous les points de la surface- 
Jieu des centres des sphèn^s osculatrices. On obtien- 
drait 4 equittion dé cette surface en joignant aux équa- 
tions . . , • 

rf,rC«->r)+cfy:6-î/)4-rf:r:Y— c) = 0 *- , 

les deux équations de la courbe proposée. On aurait 
ainsi quatre équations au -moyen desquelles on pourrait 
éliminer x, : \\ resterait, après cette élimination, 
une équation en a, 6, y? qui serait l'équation cher-, 
chée. • 

. 243. I>es équations précédeVites subsistant toutes les fols 
que Ton donne à jr, y, z des valeurs qui conviennent à- 
un point de la courbe propesée, et que l'on donne en 
même" temps à «, 6, y des valeurs qui conviennent à l'un 
quelconque des centres des sphères osculatrices qui appar<^ 
tiennent à œ point, on peut les différentier en faisant 



'.varier à la fois a?, y, s et «,6, y* L'équation obtenue de 
cette manière appartiendra encore à la surface, lieu des 
centres des sphères osculatrices. En ditVéreiitiant ainsi là. 
première équation, et supprimant les ternies qui sont i>uls 
en vertu de la seconde, on a ' • • * • 

CbUc équation dilliîrenlielle met en évidence la nature de 
*la surface dont il s*agit. Posons ds = \ dx^ dy* dz* 
et d<j= ^da^ -\rdB^-\-d^*; on pourra la mettre sous la 
forme . iMî % 

(Ix dit . dy dS dz d^ _ 

♦ , . - • 

et l'on voit qu'elle exprime que, dans quelque sens que 
l'on se déj)Iace sur la surface à partir du point \i, qui est 
le centre d'une sphère Dsculatric^ appartenant au point m 
dè la courbe. propf>sée , l'élément rectiligne rf^ , que l'on 
décrira, sera perpendiculaire à l'élément ds de cette courbe, 
qui est placé au point m. Cette propriété résulte, effective- 
ment de ce que la surface est touchée par le plan nonnal 
à la courbe au point m dans toute l'étendue de la ligne, 
qui est le lieu des centres des sphères osculatrices apparte- 
nant à ce point. ' '•»•.'• 
244. Considérons maintenant les lignes qui peuvent être 
des développées de lai , courbe proposée , celle-ci étant leur 
développante, en conservant à ces expressions le sens qui 
leur a été donné dans les n"' 180 et suivants. On suppose 
toujours qu^m fil ayant été enveloppé sur une première- 
courbe, on le développe en maintenant constamment ce 
fil tendu. Chaque point du fil décrit alors une seconde 



courbe que l'on noiiiuie déveluppaate, tandis que la pre- 
mière courbe est nommée développée. Le caractère géomé- 
tnqua de la développée conaiste dooc seulement dans cea 
deux csifconatancea : I* que chaque point de la déva- 
loppée est le centre d'un cerole tangent au point ooimiapofi- 
dant m de la dévploppante ; ^ què le rayon iami touche la 
développée au point jx. " " ' 

D apiès cela on reconnaît d'abord qu'unf» développée de 
la courbe proposée doit nécessairement se trouver sur la 
surface développable qui est le lieu des centres des si^ières* 
oscolatrioes. Car aoient i , m , » ^ • ete. y. plusieurs points* «on- 
tigus de la courbe proposée { fig. i^), et X, (x, v, etc:, 
les points eorresponduiiLs île la <leveloj)pée. Les points 
X, ;x, V, etc., devant être les centres de cercles tangents à 
la coui'be proposée en m, etc.^ devront se trouver 
respecthremeilt sur les plans- norm^âx menés .à la courbe 
proposée aux poûifcs l> m, etc. ifone on pi||Me d'un point 
de la développée à un antre*, en passant d^un plan normal 
au |)lan normal contigu, c'est-à-dire en s'avançant sur la 
surface formée par les intersections succe^ives des plans 
normaux. Si nous regardons les coordonnées «,6^.^ non 
plas comme uppartedant à ùn point quelconque de cette ' 
suriliee« mais à Tune des développées dont il é'a§it> il 
fiMdra donc admettre en premia* lieu que des côordonn4tai . 
satisfont aux équations 

tlx{ai~-x)^dy{^—y)-\-dzi^—z)^fi 

al 4e plua qu'-ulles a^tisfiooi ^ la oomiitîon qof le. Ffyo» 
' nené'du pont d^ la d^^filoppée im ppint eâpwspopdfiii^ . 
de la pourbe pr^po^ ^oit taf^oi à la' fiâK^ppp^t 
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ëemiére cimààtâoù s'eytpnaim en ptmt ' 

ou - 

SS-p-y'. «Ç~"T-i' àf~T-«* . 

L'uno quelconque de ces équations étant réunie aux deux 
précédentes et aux équations de la coiirlx? proposée, on 
aurd cinq équations, dont on pourra éliminer y, s. Il 
restera deux équations efi Yt oppartiendn^nt à la 
développée. Mais il importe dp remarquer que ces deux 
éqiiatibns seront des éqpatîàns différentielles. iVûlsi, ^Ues 
ne déterminent pas uj^e certaine développée. Elles expri- 
mât d'une manière générale les caractères géométriques 
qui appartiennent à toutes les développées de la courba 
liropoçée dpnt la siuface déy§loppable qui coqtfeDt les 
centres dea splières psciilatriceB est le lieu, et qui sont en 
nombre infini. Qfiant à'bf manière de déterminer en termes 
finis les équations d'pne célaine développée passant par 
un point que l'on se serait donné arbitrairement sur la 
surface qui les ppntiept* toutes, celle rechcrcbe dépend du 

0 est visible /.d'ailieurs, qu'eo^ conoevant la courbe pro- 
posée, et la surface deveioppable lieu des centres des sphères 
osculatrices > existant dans l'espace, on pourrait facilement 
lénifier sur la surface une développée quelconque de 1^ 

courbe; ^n.e^, (Httaç^t m 61 au point / 4u 1^ fsgnrïm, 
et i^ainlMM^ .et'.fil iDadu, ou )e diriger» de maoîàiB 
qu'il viei^pe Ipuolifif la surface ; et il ppurra la toiHi)i^ 



* enr un point quelconque X la drpUe apparienent k oçtte 
surfiioe, qui est sttu^ dans le plan normal li la courbe 
au point /. On appliquera ensuite le fil sur la surface 
en le maintenant constamment tendu. La ligne obtenue 
de cette manière sera évidemment la développée. Elle ser^i 

y une ligne de plut courte dioemee sur )a suiiiBoe. dévelop- 
paMe; et si Ton. développait cette 'surface^ die deviendrait 
sur le développement une ligne droite. 

2 tri. Le tracé d'une développée peut encore s'opérer 
de la manière suivante : Soient w, n,..'... plusieurs 
points contigus de la courbe j>roposée. Ayant mené ' un 
premier rayoç II, on feia passe» un plan par ce .rayci^ 
et par Télément Itn de cette cbùrbe; puis -lV>n muv 
quera le point (x où ce plan coupe Farète r(»cti ligne de 
la surface développîible qui est sitiiée (luis le plan nor- 
mal à la courbe proposée au point m. On ni^nera en- 
suite le rayon [xm , on fera passer un second plàn par ce 
rayon et par j'élément m» de la courbe», et Ton mar^ 
quera le point v oiï oa phn. doupe Tarète i^ctiligoe de . 
itL stnrlbce développable qui est située diii» le plan noi^ 
mal à la courbe proposée au point n. En continuant de 
la même manière, les points ^, i^>.v^,...; donneront la ' • 
courbe cherchée. 

Supposons» ensuite; que Tpn développe la aûirfiiee dé<- 
veloppalile. Tous les plana normauK se rabattrôi^t ka uns 
sur les antres en tournant sur leurs "intersections suc- 
cessives, et par suite de ce rabattement la courbe pro-* 
posée se trouvera réduite à un seul point, que nous •* 
désignerons par M. En effet» ïafc kn de cette courte est 





De même l'arc mn de la courbe est perpendiculaire au 
plan nonml passant par le point Hi ; doDC dans le ra- 
battemeni da plaa liomial' suivant sur oelai-4)îy le point n' 
viendra «e placer sur le point m, £t ainsi de suite. Or 
il est évideni pat là que tons les rayon»- >t, [xm, m, etc., 
viendront se rabattre les uns sur les anlr( >, et se eon- 
fondre en une S€fule ligne .droite , puisque tous se cou- 
pent, et qu'ils devront tous passer. par le poiqt U, Ainsi, 
toutes les développées possibles de la courbe proposée d(fy 
viennçnty sor le .rabattement iàai Ù s'agit ^ des lignes 
droites émanant du 'point M dans' lequel cette courbe s'est 
concentrée , ce qui s'accorde avec ce qui a été dit dans 
le numéro précédent. 

246. Les centres de la première courbure de la courbe 
pSQpo^, qnî ont été déterminés dans les numéros 296 
e(' suivasfi'y sont nécessairement situés sur la surface dé« 
veloppable lieu des centres des sphères osculatrices. 
Mais on doit remarquer que cette ligne n'est point géné- 
ralement une développée de la courbe proposée. Conce- 
vons^ eii'efiet, t^is points consécutifs l,m,n dé la 
courbe proposée,, et les trôw points 'correspondants. X, 

atCi', dé ia courbe lieu des centres de la première cour- 
Bure , en sorle que A,in(Ji, nv, etc., sont respective- 
nient les rayons de courbure appartenant aux points /, ' 

m,n^ etc. , de Ja courbe proposée. Si la ligne X(xv 

était uné développée de. /fim.«...y, il faudrait que Farc Xjji 
w situé ditnsie pibloQgemeni'du rayon mX, Tare {iv dans 
•1^ prolongement du* rayon min, et ainsi de suite; ce qui 
-suppose que le rayon mit. viendrait couper le rayon /X 
piîolong<^, que le rayon «v viendrait couper le rayon fn|A 
prolongé, et ainsi de suiU^. Or, cela ne pourrait araver 
qu'autant qde' les' rayons silocessii^ lk,ni^,n^, etc., ^ 
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• - * * 

raient situés deux h deux dans un môme plan , ce qui 
n'est point , puisque chacun do ces rayons est situé dans 
les plans osculateurs menés respectivement aux points 
/, m, n, etc., de la courbe proposée. Les rayons de cour- 
bure /X,m|x, «V, etc., ne peuvent se rencontrer et for- 
mer par leurs intersections successives une développée , 
qu'autant que la courbe proposée est plane, cas dans 
lequel tous les plans osculateurs coïncident avec le plan 
de la courbe. » ^ " ■ 

La vérité de la remarque précédente deviendra encore 
plus palpble si Ton considère le rabattement dont il a 
été question dans le n' 245. En ett'et, chaque rayon de 
la première courbure de la courbe proposée est perptMi- 
diculaire à l'arùte rectiligne correspondante de la sur- 
face développable lieu des Ci'ntres des sphères oscula- 
Irices, et dans le r^ibatlement des plans normaux les uns 
sur les autres, ce ^rayon de courbure et c^tte arête ne 
cesseront pjis de se couper à angles droits. Donc les 
rayons /X^ mjx, /iv, etc., de la première courbure de la 
courbe proposée ne seront autre chose sur le rabatte- 
ment que les peri)endiculaires abaissées du point M 6ur 
les intersections successives des plans normaux. Donc ces 
rayons ne pourraient se confondre en une seule ligne 
droite (ce qui serait nécessaire pour que les points X, (x, 
V, etc., appartinssent à une développée), qu'autant que 
toutes les intersections seraient parallèles entre elles, ce 
qui ne peut avoir lieu à moins que tous ces plans oscu- 
lateurs ne coïncident entre tnix , c'est-à-dire à moins que 
la courbe proposée ne soit plane. 

247. D'après le n«> 235, la sphère dont le rayon 
et les coordonnées du centre «, 6, y, satisfont aux trois 
(k]uations 
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à lin eontaci du second ordre avec tine oourbe à double 
ooartiure proiMisée dans le point de cette ooarbe aQqnel 
appartiennent les coordonnées it, y, ». Ces trots équations 

ne déterminant pas entièrcnicnt Irs quatre quantités p, 
6, Y- il existe une infinité de sphères oscuiatrices à la 
courbe proposée dont il s'agit. Toutes ces sphères ont 
leurs centres placés sur la ligne droite intersection des 
deux plans normaux n\pnés à cette courbe par les pdnta 
dont les coordonnées sont a?,t/,z, et T-\-dx, yH-rfv, 
z-f dz. Le^ équations (B) et (CJ sont celles de œtte inter- 
section. 

Si Ton continiie l'opération par laquelle les deux équa- 
tions (B), (C), ont été dédtiites de Téquation (A), c'eit^ 
dire^ si Ton différentie l'équation (G) par rapport k ^if/,» 
seules,' on aura une quatrième équation 

■ 

qiii, étant réunteà ani précédentes, déterminera èotière- 
mènt les quaniitéts «, ei p. tù sphère pour laquelle ]éi 

coordonnées dn centre «, 6, y satisferont aux trois équa- 
tions (B)y (Q,ct [b] aura un contact du troisième ordre 
avec ta courbe proposée dans lé fM^int de cette Courbe 
dont les.coordonnéi^ sont ±, 

On dcSt remarquer d'ailleurs (iih> les Centres èê toutes 
les splures ayant un contact du troisième ordre avec la 
courbe proposée, st; trouveront placés sui* Tarêic de re« 



bronsscment dp la surface lieu des céntros des sphères oscu - 
latrices qui est produite par les intersections successives des 
lignes droites, dont cette surface est le lieu. En effet, les 
trois équations (B), (C), (D), lorsqu'on y regarde «, 6, y comme 
les variables, éfjuivalent à c>elle des trois plans normaux menés 
à la courbe proposée dans les p(»uts dont les coordonnées sont 
respectivement x, y,z; x-\-dxyy -{-dy , z-\-dz; et x-{-idx 
-f-rf'o:, y+^2dy-\-d'y, z + Sdz + d'z. L'é<i nation (B) est 
celle du plan normal à la courbe au point {x, y y z) ; la somme 
di*s équations (B) et (C) donne l'équalion du plan normal au 
point suivant (x-]-dx, etc.); enfin l'équation du plan normal 
au troisième point {x -\-'idx-\-d'^Xy etc.) résulte de la somme 
faite de l'équation (B), du double de l'équation (C), et de 
r«''quation (D). Les trois équations (B), (C), (H) réunies ap- 
partiennent donc au point commun à ces trois plans, c'est- 
si-dire au point commun aux deux droites d'intersection du 
premier plan et du second , du second plan et du troisième , 
c'est-à-dire enfin au point de l'arête de rebi*oussement dont 
nous venons de parler. Si l'on élimine x^y,z des équa- 
tions (B), (C), (D) au moyen des deux équatious de la courbe 
à double courbure proposée, les deux . équations restantes 
en a, 6, Y appartiendront à cette arête de rebroûssement. 

248. Une courbe à double courbure quelconque et l'arête 
de rebroussement de la surface développable qui est le lien 
des centres de ses sphères osculatrices^ -ont d'ailleurs upue 
relation qu'il est utile de faire connaître. Ueraarquons 1° que 
deux tangentes consécutives à l'arête de rebroussement sont 
perpendiculaires aux deux plans osculateurs consécutifs cor' 
respondants de la courbe proposée; câr ces tangentes ne 
sont autre chose que les intersections des plans normaux 
H cette courbe ; 5' que deux plans osculateurs consécutifs 
de l'arête de rebroussement sont perpendiculaires aux deux 
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taDgentes consécutives correspondantes de l'arôte proposée; 
puisque ces deux plans osculateurs ne sont autre chose 
4îue les plans normaux à cette courbe. Donc, u dési- 
^gnant, comme dans le n*» 238, l'angle de deux tangentes 
consécutives d'une courbe proposée, il désignera égale- 
ment Tangle des deux plans oscillateurs consécutifs corres- 
pondants de l aréte de rebronssement de la surface lieu 
des centres des sphères osculatrices ; et 2' û désignant, 
comme dans le n° 239, l'angle de deux plans osculateurs 
consécutife de la courbe, il désignera également l'angle des 
deux tangentes consécutives correspondantes do cette arête 
de rebrousseraeut. Ces propositions ont été données par 
M. Fourier. V 

Exemple de l'application des résultats précédents. 

' ' m 

a 

2i9. Considérons la courbe désignée sous le nom d'A^- 
lice, qui est tracée sur la surface d'un cylindre droit à 
base circulaire, de manière à couper toutes les arêtes 
de cette surface sous le même angle. Soit R le rayon du 
cyhndre, dont nous supposerons que l'axe coïncide avec 
Taxe des z , et représentons par a la tangente trigonomé- 
trique de l'angle constant formé par chaque élément de la 
courbe avec le plan des xy. Enfin désignons par t l'angle 
compris entre le plan des xz et le rayon du cylindre mené 
au point de l'hélice, dont les coordonnées sont x, y, z. 
La nature de la courbe donne évidemment 

• 

j: = R COS. 1 1 2/ = R sin. t , r = R ar ; 

d'où l'on déduit pour les équations en a?, y, z des projec- 
tions de l'hélice sur les plans coordonnés 



> ♦ 

Cela posé , si l'on vpiit déterminer en premier lieu la di- 
rection de ia tangente menée à un point quelconque de k 
ooinlie^ on aura, par les preimères équations» 

♦ 

^ r 

el substituant ces valeurs dans les formules du n* 2239 ^ 
viendra 

Vi+û* V^î+o* 
ou si l*on veut " 

« 

eo&«ss — ^ coi,e=~L= 5, eofcY— 
D'après cela les équatioiis de la tangente seront 



et celle du plan normal 

Atut{x^a^^iS08,t(y — y') — a [z — z') =D. 

x\y yZ désignent les coordoi^nées du point de langence m; 
i est rinclinaison sur Vfxe des x û\\ rayon Dm qui répond 



* 
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à ce point. Tous les plans normaux forment le même angle 
avec le plan ùes xy. 

Î50. En seront] lieu , pour la dél«Tmination du plan oscu- 
laleur et des rayons de coiirhnn*, on déduira des expi*es- 
slons précédentes 



et prenant t pour la variable indépendante. 



y 

d^x = — Kcos,t,dt\ d*y = ^Ks\n.t.dl*, d'2 = 0; 
d^x=zKsln.t.dt\ ^ dhf- — l{cos. t. dt\ d^z=:0; 

m 

et par suite . :■ - ^ 

• * * 

ds = s/i+a-. Mt , d*s - 0 . 



• 



•.1 - 



dx _ sin.f _ cos.f d: _ a > " * '"3^ 

^ Ainsi Texpression du rayon de la première courbure p du •'• ^ * ' 
n* 236 donne ici - 

et les expressions de cos.X, cos. jx, cos. v du même nu- 
•'raéro, qui déterminent la direction de ce rayon, donnent • ^ 

cos.X = — cos.f , cos.[i = — sln.^ , co8.v=rO; ' • 

, d'où Ton conclut que le rayon de la première courbure 

appartenant à chaque point de la courbe est dirigé suivant " , • 
le rayon du cylindre mené à ce point. Ainsi, tous les 
'centres de la première courbure sont placés sur une hélice 
qui a le môme axe et le môme pas que l'hélice proposée, 
mais qui est tracée sur un cylindre dont le rayon est a'R. 



♦. 

« 



J 
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'Véqpialiioa da pian oseulateor, n* 333, de^ 

• ■ 

Tous les plans oscnlateiin fonnent le même angle avec le 
plan des xy. 

Quant à l'expression du rayon P de la seconde courbure , 
la formule du u° 239 donnjo 

ai 91 ron se représente ce rayon comme dirigé sùi^unt la 

perpendiculaire au plan osculatour, les cosinus des anj^los 
qu'il forme avec les axes des des y et des z sont res- 
pectivement* 

agtn.r flC08.< 1 

» ' * 

expressions qui indiquent une direction perpendiculaire à 
la fois à la tangente de la courbe déterminée par les angles 
•,^,^f et au rayon de la première courbure déterminé^ 
par ks angles X, i», v. 

Si roD désignait par V l'angle censtant formé par la 
tangente de la courbe avec le plan des 2ry, on aurait 
tang.^=a, et les expressions précédentes s'écriraient plus 
simplement 

cos.a = — cos.T.siQ.(^ coâ.& = cos.H .co&t, COS.Y = aUuU'. 
• _ R R 

f5l. Considérons mainienant la surface développalkle quî. 
est le lieu des centres des sphères oscnlatrices de îi.oourtie 
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proposée. Le cercle dont le rayon est Om = U étant (Jig. 43) 
la base de l'hélice proposée (qui se projette çn m'n' sur 
le plan des xz) , le cercle dont le rayon .0(î=:a*R 
sera (la figure est tracée pour le. cas où a est > i) la base 
de rfaélîce lieu des centres de k première courbure qui se 
projette en |xV sur le plan des xz, m\t. ei m'\i.' seront les 
c|eux projections du rayon de première courbure appar- 
tenant au point de l'hélice proposée dont les projections 
sont m, m'. Gela posé^ la surface idéveloppable qui con- 
tient les Ofailns des sphères osculatrices n'est autre chose 
que le lieu des intersections* successives des plans nor- 
maux à riiclice proposée menés par tous les points de 
cette courbe. Et comme tous ces plans forment le même 
angle avec le plan des xy, la surface qui est le lieu de leurs 
intersections successives est une mrface hélicctde, oetle 
dénomination étànt appliquée à toute surface décrite par 
le 'ÉNAiMériiettt là'ane ligne ou d'une autre mtSiéfikfià 
un point parcourt une hélice, tandis que les parties de 
la ligne ou de la surface tournent autour de l'axe de cette 
hélice. De plus, les intersections successives dont il s'agit 
ont toutes un point placé dans Thélioe projetée en (a.'v% 
qoi est le lieu des centres' de la première oouilmre de 
l'hélice proposée. Toutes forment le même angle avM le 
plan (les xi/, et elles sont toutes perpendiculaires au rayon 
du cylindre sur lequel l'hélice projetée en (a'v' est tracée. 
Elles ne sont autre chose que les tangentes de cette 
bélioe, qui est le lieu de leurs intersections suc co srfy os , 
e^est-à-dîre l'arête de rebroussement de la surfluse dére- 
loppable. (it et fkV représentent sur la figure les projecv 
tiens de la tangente au point |i, . Les points t où ces 
tangentes rencontrent le plan des xy forment sur ce plan 
une ùpHrbe .oomposée de d^nN branches xt , oi qui swt. 



des- développantes da cercle dont 0{& est le rayon. On voit 
par ce qui ptéi^e que la surface développiJde lieu des 
centm des ^hères osciilatrieea est partagée en deux nappes 
distinctes par l'hélice lîeu des centres de la première cour- 
bure qui est son anMe de robroussement. Ces deux nappes 
ne pénètrent point dans le cylindre dont 0\». est le rayon, 
nais elles s'étendent à l'infini dans tous les sens eu dehors 
de ce cylindre. 

. On peut démontrer ces propositions par le calcul, et' en 
4nème temps trouver Téquation de la surface lieu des centres 
des sphères osrulatrices d'après à ce qui a été expliqué à la 
fin du n* 242. 8i dans les équations 

d>«— ii«a:(«— ^ij— y}— iï«s(t— «)=xe, • 

qui appartiennent à Tintersection de deux plans, normaux 
consécutifs d'une courbe à double courbure,, on met pour s\ 
f, et leurs difiérentielles , les Valeurs précédentes en 1, fl - 
viendra 

^ " asln.f — 6cos.r = a(Y — Rû/) 

a COS. 1 4- GsiiL t = — a*R. 

CSes deux dernières équations sont doue celles de la ligne dlii- 

lersection des deux plans normaux consécutifs menés au point 
de l'hélice proposée projeté en m, m', et" au point suivant: il 
est facile I d'ailleucs, de vériticr que ce sont aussi celles de 
la tangente menée an point .projeté en m p' à Thélice lieu 
des eentrâ de la preinière oonrlnire; la tangente dont Je 
perle est donc la ligne d'interseotion des deox plans ner»- 
maux , conformément à ce (pii a été dit ci-dessus. La seconde 
équation, qui ne contient que a et est Téquation de la 
.pt^qectkm de cette tangente sur le plan.-des «y» «fest-à-dire . 



appartient à ia tangente ixt^ menée par le point au cercle 
dont le rayon esl Ot& ôa «"R. • * , 

Si l'on élimine f entré ces deux* équAtlons» le résultat con- 
viendra à tobtes les lignes d'intersection qu'elles représen- 
tent, ou à la surface développahle qui en est le lieu. Peur 
' effectuer celte élimination , on ajoutera les équations après 
les avQÎr élevées au carrée ce qui donnera 

«« + s««<^*«p+afl[Y-iu«];, 

d'où Ton déduit - - 

et çni mettant cette valeur dans la seconde équation il viendt» 

pour féquiitioD demandée de ta Surfaee .développable. 

ltemarquo)is que si Ton fait ^==0 dans f équation précé- 
dente tt*-|r^«=«^R*+4' ( Y— le résultat , qui est 

appartiendra aux points t, où les intersections suoOèssiirSIi 
des plans nomiaux qui répondent à chaque valeur de l'an- 
gle ^ , et qui forment la surface développable , rencontrenU 
lé pte des ôf; 0^* ^i^^iW reptféseiitaiit la distance (N^ ia«^ 
dis que «Hl ait teprtonté par 0(i> cm conclut que la dis* 
tance (it doit être é^aJe au développement de Tare I dans le 
cercle dont le rayon est a'R , on que la courbe doit étr^ 
une développante de ce oerde , comme on Ta dit plus haut 



» 252. Si l'on veut , enfin, connaître les développées de Thé- 
licc, qui sont situées sur la surface développable dont il vient 
d'être question , on y parviendra de la manière suivante. Soit 
comme ci-dessus un point quelconque de l'hélice proposée 
projeté en m (^^. 44) sur le plan des xy, et en m' sur le plan 
des xz , et le centre de la premi^Ve courbure de l'hélice cor- 
respondant à ce point, qui est projeté en |x,|ji'. Considérons 
Tensemble des pians normaux menés à l'hélice proposée, et 
supposons que l'on rabatte tous ces plans, en les faisant 
tourner autour do leurs intersections successives, sur le plan 
normal mené par le point m, m'. D'après ce qui a été dit 
n* 245 l'hélice proposée se réduira dans ce rabattement à un 
seul point m", et comme toutes les distances mjA sont égales 
entre elles, l'hélice lieu des centres de la première courbure 
se rabattra sur une circonférence de cercle décrite du point 
m" comme centre avec le rayon m"|i."=^l*« Toutes les révo- 
lutions de cette dernière hélice se trouveront développées et 
rabattues les unes sur les autres , suivant leur véritable lon- 
gueur, sur la circonférence de cercle dont il s'agit. 

Cela posé, admettons que l'on veut déterminer la déve- 
loppée dont le premier point est projeté en |x, ji' et rapporté 
en jx" sur le rabattement. Conformément à ce qu'on a vu 
n* 245, cette développée sera représentée sur le rabattement 
par la lipne droite m"(x" qu'il faut prolonger à l'infini dans les 
deux sens. Si l'on veut donc trouver un point quelconque de 
la développée dont il s'agit, on considérera que les arêtes 
jrectîlignes de la surface développable, c'est-à-dire les tan- 
gentes de l'hélice lieu des centres de courbure, sont repré- 
sentées sur le rabattement par les tangentes au cercle dont 
le rayon est m"\i.'\ Si donc on marque sur cette hélice le 
point correspondant au point e (c'est-à-dire le point qui est 
situé au-dessous du point {a, [l' à -une distance mesurée su^^ 
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l'héKce égale à Tare si l'on mène en ce point une tan- 
gente à riiélice, et si l'on porte sur cotte tangente la dis- 
tance ef, on aura le point cherché do la développée. 

Pour construire d'abord de cotte manière la partie de la 
développée commençant au point {a, |x' qui se trouve placée 
sur la nappe supérieure de la surface développable , on tra- 
cera donc les tangerfl*'s de la partie de l'hélice projetée en 
(x/, (iT, et rabattue en |i.'7". Or, la tangente menée au point 
sur le rabattement ne rencontre plus la ligne m'V" prolongée. 
Donc si le point /, /' de l'hélice est situé à une distance du 
point f*, mesurée sur cette hélice égale à la longueur du 
quart de circonférence ji."?/", on est assuré que la portion de 
courbe dont il s'agit , projetée en {juï, (l'o', devient à une dis- 
tance infinie parallèle à la tangente de Phélice menée au 
point /. Elle a donc pour asymptote la ligne LA, L'A' me- 
née parallèlement à cette tangente par le point L, L' de l'hé- 
lice proposée qui est diamétralement opposée au point /, /'. 
Le point L, L' termine l'arc mL, mV de l'hélice proposée 
qui peut être décrit par le développement de la portion de 
courbe fia, |x'a'. * 

Si Ton veut en second lieu construire la partie de la déve- 
loppée commençant au point jx, |x' qui se trouve placée sur 
la nappe inférieure de la surface développée, on emploiera 
les tangentes de la partie de l'hélice projetée on (xn, (x'n' et 
rabattue en |x"n", en portant sur chaque tangente la lon- 
gueur gh en contre-bas du point de tangence. On obtiendra 
de cette manière la portion de courbe yJ), [t.'b\ Et comme la 
tangente menée sur le rabattement au point n- ne rencontre 
plus la ligne m"|x" prolongée, il s'ensuit qu'ayant marqué sur 
l'hélice le point n, n' qui est situé à une distance du point 
-égale à la longueur du quart de circonférence jx"<7'»"> 
courbe jx6, jx, 6' tend à devenir à l'intini parallèle à la tan- 
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gente de Phélioe menée ati point n^n'. Cette courbe tun donc ' 
* pour asymptote une parallèle NB, N'B' àoelletaogènteinènéo 

par le point N, N' di» l'hélice proposée, qui est diainélralement 
opposé au point r?, n'. Le point N, N' termine Tare mN, m'N' de 
1 hélice proposée qui peut être décrit par le développement 
de la portion de eovuhe (ii6, \i'b'. 

Les deux portions de courbe i^a, («V et |i6y fàvnlent^ 
deux branches distinctes de la développi^e, réunies au point 
4^, (x' qui est un point de rebroussement. 

Pour continuer à tracer cette courbe, et trouver la branche 
dont le développement pourrait décrire l'arc de Ihéiiçe pro- 
posée 4)ui est an-dessus du point N^N' il faudra construire les 
tangeMea à la portion iip, fi>' de l'&éûoe lieu des centres de 
courbure qui est rabattue en n^ip", puis porter dé bss'en baiit . 
sur ces tangentes, à partir du point de tangence, les Ion- 
gueurs tA-. Oi', il est visible que si Tare d'iiélîce r?p, n'p' est 
égal en longueur au quart de circonférence n' t/)", cette opé- 
fttton donnera la portion, de courbe pe^ p'<^, parfidtement 
égale aux précédentes, ayant pour asymptote prolonge* 
ment NG, KC de la ligne NB, N'B'. 

La même construction donnera ensuite par les tangentes de 
la fvOHion pq^ p'(j' de l'hélice lion des rentres de courbure, 
qui est rabattue sur le quart de cercle p"q"y portion de 
éouri» pd f p'd qui est réunie en p,p' à la précédente par un 
point de rebroussement. Et ain^i lîe suite. 

On Toit par ce qui [) récède que ta développée de l'hélieé 
proposée est formée d'une infinité de branches parfaitement 
égah's entre <'1!ps , placées alternativement sur les nappes su- 
périeure et inférieure de la surface développable qui est le 
Heu des centres des sphères osçulatrioes.' Chaque branche est 
réunie à la précédente par ùh pôifKt de rebiroussémènt, et à la 
suivante par mi asymptote qui leur M obmmuni. iîta poiots 



de rebroQSsemçiii aont placés sur l'hélioe lieu des centres de 
cQurtnnre, à des intervalles égaux à la longueur du demi-cercle 
dont le rayon est égal au rayon de courbure (i + <i*)R. 

i53. Pour appliquer à rhélico les notions pruMnitécs dans 
le n** i47, on remarquera qu a^l'égard de celte courbe les trois 
éqoations (B), (C), (D) de ce num^ deviennent respective- 
'ÉifÊàfhimf^itùj tmf^^y y^^z etlears différentielles par 

^ aeost.r-^€BiD.I = — M 

>' . ot8in.r— ôcos./ = 0. 

•■ ■ ■• " 

Ces équations, qui donnent 

'* « = — a-Rcos.r, 6= — a'R8in.C, et ^ = J^atf 

représentent évidemment une hélice tracée sur un ( vlindre de 
rayon a'A, doubla pes^ égal au pas de i hélice proposée, at 
jpiM*^ pla^<|aiji «Be4KMîtioa opposée à cette dernière. Cas 
eiâr|cj(èHriel^i|)p^ à la courbe qui est leUeu deseantras 
39^1a pMirière ooorbure de l'hélice proposée, comme on ]*a 
trouvé dans le a** 250 ; et l'on a vu etfectivenient ddm le iol 
giM cette courbe était Taréte de rebrousseijieut de la surface 
lieu des centres de la pi*emière courbure. 

k| iiWirea doi^t le rayon mt'siire la première «our- 
tiive da k epni^ pfa|i^^ 

l|0§i|QtMtt second ordre avec cette courbe, ont dans le cas 

, paraMier de Thélice un contact du troisième oi*dre. 

Quant à la proposition du n" ^48 on remarquera que 

û=; — ; et (|iia d'après 1^ valeuw de éi^ pufl.> doii- 

■mÊmmÊfmuiiÊÊ mm^oM^ néktt^péiÊm^ ^^^^ 



~ â68 — 

* • dt ^ adt 

•M=: — ==♦ y=— =• 

Or Taréte de rebroussement de Ut surface liou des centres des 
sphères dsculstrices eeiAd une seconde hélice dont le rayon 
est a*h et dont le pas est égfi à celui de l'hélice proposée : 
d'où iUutf qu'en appelant a' la vaîeùr de a qui conviendrait à 

«eààfleaMé hélioë» on doit avoir 0^= . Mais si l'on écrit ~ 

a a 

à la place de a dans les expressions précédentes, elles de- 

ifîeiM^iDft reapeothement 

CD sofle '(tpie la valeur de Tangle » appartenant à la eourbe ne 

diffère pas de la valeur de l'angle û appartenant à l'arête de 
rebroussement, et réciproquement la valeur de l'anple 12 qui 
appartient à la courbe ne diffère pas de la valeur de l'angle «• 
qui appartient à Taréte de rebroussement; ce qui est conforme 
aux propositions énoncées. 

xxiii. intégration des fonctions differentielles les plus simples 

d'l'nb seui:b variable, 

354. Une fonction diflërentielle du premier ordre d'une 
aeule wiaMe est représentée en général par 

X désignant une fonction quelconque de x. Cette fonction dif- 
férentielle est toujours le résultai de l'opération de la différen- 
tiation appliquée à une certaine Amcliim y de kvanf^ . 

r 

« • 
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que Ton a * * 

rfy = Xd^ et ^ = X5 

cm du moîiis on peut toiqottn la regarder comme résultat 
^'une telle opération. L'opération désignée 'souple nom d'«ii- 

tégraHon consiste à trouver la fonction y lorsque la différen- 
tielle Xdx est donnée, ou en général à trouver une ibnction 
de :r qui, étant diiférentiée, donne pour sa différentielle XdM^' 
fonction y de la variable s? qui, étaoj^itjiipéieatiâfktoilaâ 
pour résultat la différentielle propoaé^^^dliit^^ noinméM^fl- 
tégrak de cette différentielle. Be plus Ôït' désigne l'intégrale 
dé la fonction différentielle Xdx par le signe / placé au- 
devant de Xc^. Ainsi, l'équation précédente 

- ' dy=^Xdx 

étant ..posée ; elle entraîne la suivante: 

et réciproquement. Mais il importe de remarquer que si 
Pon avait trouvé une fonction de op, qui, étant différàiH 
tiée, donnât pour résultat Xdx; on pourrait iQouler à cette 
fôiictlon une constante quelconque sans qu'elle cessât 
de donner Xdx par sa diffërentiation. Si donc la fonction 
qu'il s'agit de trouver ne nous est connue que par cette 
seule condition qu'en la difiérentiant l'on doit trouver pour 
résultai Xix, nous devcns» pour en former Texpression 
générale, comprendre dans cette expression le ienne eoo* 
itsDt et arbitraire G* Diaprés cela, y représentant VnMgraU 
de la fonction différentielle proposée Xésp, nous écrirons 
^généralement r. 
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y = C 4- /Xrfx. . • 

Dans cette équation jXdx représente le résultat immédiat 
de ïintêgration, c'est-à-dire la fonction de x qui, étant 
différentiée, donnera Xdx pour sa ditl'érentielle. C est la 
cotistante arbitraire qui doit être ajoutée à cette fonction 
pour donner à l'expression de l'inlégrale y la généralité né- 
cessaire. Au moyen de l'addition de cette constante on esl 
assuré que y comprend toutes les expressions analytiques for- 
mées de la variable x qui, étant différentiées , donnent \dx 
pour leur ditTérentielle commune; car on ne pom-rait ajouter 
à i\dx qu'une quanlité dont la fonction dérivée fût nulle, 
c'est-à-dire une constante. 

Tant que l'intégrale y n'est définie que par cette seule 
condition d'avoir \dx pour différentielle , la constante C de- 
meure entièrement arbitraire. Miiis dans toutes les quesliqns 
qui dépendent du calcul intégral, il existe toujours des 
conditions d'après lesquelles on peut fixer la valeur^ cette, 
constante et parvenir à un résultat déterminé. 

25rj. Ce n'est pas sans raison que Ton a affecté l'expres- 
sion Xdx de l'initiale du mot somme pour exprimer la fonc- 
tion dont la difiérentielle est Xdx. En effet une fonction 
quelconque peut toujoure ôtre regardée comme la somme 
4'un nombre infini de valeurs de sa difféi*entieUe. Pour le 
montrer clairement, nous reprendrons la considération, déjà 
employée dans d'auti-es ocaisions, des valeurs successives 

attribuées à la variable indépendante x, Aa? étant regardée 
comme une différence constante , ét des valeurs correspon- 
dantes • " ^ 



afiectéQs par une foDCtioii y de cette variable. Les dilfé- 
rences de deux valeurs consécutives de y étant exprimées 
par Ay^, Ay,, A^j, Ayn^, nous avons évidemment (pourvu 
iqiie depuis x = 0 jusqu'à x = Xn la fonction y ne prenne 
pas de valeurs infinies) , * . . . • 

mf y* = Vo +\vo + ^î/i + Ay, + ^î/.i + + 

expression qui peut s'écrire 

y^^-y^^y^r ^ + + ax 

Admettons maintenant que la différence Ar diminue de 
plus en plus en s'approchant de zéro , et que le nombre n 
augmente dans le même rapport , en sorte que nA.r ne 
change point. Le nombre des termes compris dans la paren- 
thèse augmentera de plus en plus, et la valeur de l'un quel- 

conque ~ de Ces lermes tiendi'a à se contoudi-e avec la 

J ■ 

valeur du coefficient différentiel — qui répond à la valeur 

+ iAt de la variable x. D'où l'on voit qu'à mesure que ax 
diminue la quantité ' , 

Vii + Âj + is + +-A^;^ 

s'approche d'une limite qui est la somme des valeurs en 

nombre infmi que prend la dilféi'entielle ^dx de la fonc- 

ox 

lion proposée^ lorsqu'on fait croître la variable indépendante x 
par l'intervalle çonstant et iofiaiment petit' , depuis x=:x^ 
jusqu'à x^iX^-^-nàx.On en conclut que Ton passe de 



la valeur quelconque de la fonctioa à une antre' valeur 

quelconque y, en ajoulaut à j/, la somme des valeurs, que 

prend la dlflérentiélle ^ dx dans Tintervule compris entie 

les Tslean et x qui répondent.à et y. 
Si nous représentons donc conune cindessus par Xdx la 

diffiôrentieUe de la fmictioQ y, c'est-à-iiire ^ dx, nous 

pourrons écrire à la place de Téquation précédente 

a 

' Le signe /.^ indique que l'on a fait la somme des valeurs de 
la différentielle Xdx qui répondent à toutes les valoui's x^^, 
x^-^-dx, Xq + ^dx ^ + Zdx , etc. , jusqu'à la valeur 
x^+{n^i) dx qui précède la valeur x oorrespondante à la 
valeur y de la fonction qui est dans le premier niembrei Eft 
écrivant Xq au bas du sijzne d'intégration /, on spécifie la 
valeur particulière de x correspondante ky^ k partir de la- 
quelle la somme est prise. 

L'équation précédente subsiste d'ailleurs queBes que soient 
les valeurs correspondantes ety^; et si Von avait simple- 
ment donné une différentielle Xd!ir saUs spécifier à partir de 
quelle valeur x^ de la variable indépendante on voulait 
sommer les valeurs de cette différentielle , ni quelle était la 
valeur correspondante y^ de la fonction , il n'existerait aucun 
moyen de les déterminer. Donc en considérant dans l'équa» 
tion précédente la fonction y comme étant assogettie à tsetke 
seule condition d'avoir Xdx pour différentielle , il faut y re- 
garder Xq comme arbitraire aussi bien que y^. 11 est donc 
inutile de marquer la valeur indéterminée de j; à partir de 
laquelle la somme jXdx est prise, et Ton peut. écrire 
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dans le numéro précédent . • . ^ i. k 

- * . • - V », 

y = C-\-S\dx. \' • 

236. L'indétermination de la valeur de l'intégrale y, et la 
nécessité d'en compléter l'expression par l'addition d'une con- 
stante arbitraire , paraîtront bien évidentes si l'on considère x 
comme l'abscisse d'une courbe plane dont y représente l'or- 
donnée. En effet; lorsque la fonction y est donnée explicitement ' 
ou implicitement en x , la figure et la position de la courbe 
sont entièrement déterminées. Mais il n'en est pas de même 
lorsqu'on donne seulement la différentielle dy = Xdx , ou le 

du 

coefficient différentiel -p- = X de iâ fonction dont il s'afrit. 

dx 

L'expression de ce coefficient différentiel détermine simple- 
, ment la direction de la tangente de la courbe qui a lieu pour 
cbaque point correspondant à une valeur donnée de x. Si 
i'on^nvoit qu'une courbe mm ait été tracée d^ manière à sa- 
tisfaire à cette condition ^ =X, et qu'ensuite on la déplace 

.en faisant tlécrire à tous ses points des parallèles à l'axe 
des y, elle satisfera encore à cette même condition dans toutes • 
les positions mm ^ mm qu'elle occupera; et il n'y aura aucune 
raison pour choisir une de ces positions plutôt que toute 
autre. • . 

/H est évident, d'ailleurs, que l'ordonnée de la courbe doît , 
être exprimée par une fonction de x qui ait pour coefficient dif- 
férentiel X. Nous représentons par /Xrfj:une telle fonction. Mais 
si l'on s'en tenait à cette seule fonction en écriviipt simplement 
yz=,j^dx, on choisirait entre les courbes dont il s'agit, puis- 
qu'à une valeur déterminée de x correspondrait alors une , 
valeur déterminée de y. Si Ton veut donc (comme il est né- 



cessaire de le faire) conserver ù l'intégrale une aussi grande 
généralité, et .un seos ausâi étendu (ju'à la diflérentielie propo- 
sée^ on écrira 

" • •* 

• ' ' ' ' • ^ 

G désignant une quantité constante arbitraire. De cette map 

fï\kte l'expression de 7 peut représenter l'ordonnée de toutes 
les courbi's en nombre iottni dont la direction de la tangente » 
est déterminée dains un point queiconqoe'par TexpressiOD- 

dy ' • 

^ = ^ du coeiiiciettt difiiîientiel du iff^emeios^. 

• * 257. Remarquons cntin que, pour faire cesser toute indé- 
terminatiQn §ur la court)e dont la fonction y doit représenter 
l'ordonnée, il suttirait de se donner un point quelconque par 
lequel cette CQÎirbe devràit passer. U est facile de se'rondve 
compte, en effet que la' connaissance d'tin seul point d'une 
courbe, et de la direction de la tangente correspondante à 
. une valeur quelconque de l'abscisse, suffit pour tracer cette 
. courbe dans toute spn étendue. Mais se donp^r un point d'uue 
courbe^ c'est dire qu'à une certaine valeur rr» de*x oones^ 
pond ufie certaine .valeur y. do y. Or, si Von ftit mke tèUe 
supposition/ la constante aril>itrair6 G de l'équation . 

• • • . " * 

se trouvera dtîtermince j car soit P la fonction de x , repré- 
sentée par SXdx. et désignons par la valeur ^qe pr^mj P 
guand4;«=^«»X>n devra donc avoif . • ' . 

< * 1 

.équation qui détermine lii \ aieur de C. 
. En général > la conaUuite.^rbitraire est déterminée toque > , 



. y * 
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en donnant la diflEérenlielle Xdœ dont on demande l'mtégrale y, 
on ajoute qu*à une certaine valeur donnée a de x doit ré- * 
pondre une valeur également donnée 6 pour y. 

238. La nature de l'opération désignée par le nom d'inté^ 
gration étant expliquée par ce qui précède, il reste à indiquer 
les moyens que l'analyse fournit pour effectuer cette opéra- 
tion, c'est-à-dire pour trouver la fonction finie de la variable x 
qui, étant différentiée, donnera une différentielle quelconque 
proposée Xrfx/ou, si l'on veut, pour trouver la fonction primi- 
tive dont une fonction donnée X est la fonction dérivée ou le 
coefficient différentiel du premier ordre. Mais nous devons 
faire observer que, tandis que l'opération qui consiste à dé- 
duire d'une fonction donnée y sa différentielle dy s'effectue 

i,par un procédé régulier conduisant toujours au résultat de- 
mandé, l'opération inverse qui consiste à revenir de la diffé- 
rentiel!»' à la fonction primitive, ne pfut au contraire s'effec- 
tuer que dans des cas particuliers, et on quelque sorte par 

.exception. En général, on n'est pas assuré de pouvoir assi- ' 
gner en termes finis la fonction primitive de x correspon- 
dante h une différentielle donnée \dx; en sorte que Ion 
est souvent obligé, connue on le veira par la suite, de sup- 
pléer par des procédés d'approximation au manque de l'ex-r 
pression finie de cette fonction primitive, il importe, d'ailleurs,' 
de connaître les principaux cas dans lesquels l'intégi'ation 
peut être effectuée, et les méthodes dont cettç ppération exige 

.J'usage. 

2ri9. Il est évident, en premier lieu, qqe Ton obtient im- 
médialèment l'intégrale d'une différentielle proposée lorsque 
cette (litférf^ntiellc est reconnue pour appartenir aux fonctions 
i ^impies dont il a été question ci-dessus dans les art. Il et fil. 
D'après ei'la, on voit sur-le-champ qu'en supposant 



— 270 — 
dy=x^dxt on aura y = C + 



m + 1 . 
C + lx 



di 

X 

e'dx . ' c + 

■*•'"• ' fl* 

^ ta 

sin,x,dx , C — cos.x 

co&x,dx ' ' ' * C 4- sln.x 

. ( 



* • ■ — , • . C 4- iàne.x 



sin,*a: 



• V c — cotar 



or 



' ; j ^ r ■ . '"^ . C + arc. sin.a? 



— 4 ■ , ■ • • : C + arc. cotx 

' - , • . • 

^La formule jx^dx= — pj- subsiste en général pour toutes 

les valeurs positives ou négatives, entièn's ou fractionnaires, 
et même irrationnelles, de l'exposant m. On peut distinguer 
les cas particulier suivants : 

Cd^r. 1 rdx _ f- 

qui se présentent fréquemment. Il faut toutefois excepter le 
seul vx\s où l'on aurait m = — \, et où la formule générale 

/dx 1 
— = Ne concluons pas, d'ailleurs, de ce ré- 



saiiaX qu» l'analyse indique ici une valeur infinie pour l'inté* 

dx 

grale.de la fonction différentielle — , ce qui serait absurde.. 

Nous devons remarquer, en effet, que Tintégrale doit être 
complétée j>ar luv ronstnnte arbitraire. Or, comme rienn*eni- 
pèche de supposer à cette constante une valeur infmîe né- 
gative^ il faut aeuleinent conclure que Texpre^on. génénUé 

C+ • , , donne un résultat indéterminé. quand m^r^X. 

En mettant cette expression souala fonne 7—* — 'r ^ 

* tn-\- i ' 

signant une constant^ (ce qui est permis), et la considérant 
comme une fonction de m qui devient ^ lorsque Ton attribue 

Il m la valeur — 4 > on pourra en trouver la véritable valeur 

en appliquant les règles données dans les numéros 9 1 et sui- 
vants. Le rapport des coeilicients différentiels des deux termes 

4e la fraction pris relativement à m est — ^^'^ — , et 

donne en faiauit m= — 1, Ix—la pour reiplression de 1» 

fonction cherchée. On sait effectivement, par le calcul diffé* 

dx ràx 
, fie^tiel, qued.test — , d'où résulte / — =slar, expn 

à laquelle, on doit ajouter une constante arbitraire. La va*- 
leur — \ attribuée à l'exposant m entraînant un changemM 
. dans fa nature de la fonction par laquelle l'intégrale est re- 
présentée, fonction qui alors n'est plus comprise dans l'ex- 

pression générale G-| r-r, on est averti de cette cir- 

ôonstance par la valeur indétenninée que prend alors jeelle 

eqpirâsîoiu^ )■ 



4 
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5M>i A régard des fooctions dMfacBtieHes phii con i poaé a » , 

on ne parvient les intégrer qu*en employant divers procédés 
dont l'objet est toujours ou de décomposer la fonction pro- 
posée en d'autres fonctiona différentielles plus simples qài 
i^otrent daii8.quélqiies*^uiies des piéoédentes; ou d'«ii ciusi-. 
ger la forme par la substitution d'une autre variable à la vt- 
riablu afin de la faire rentrer également dans les ditféren- 
fielles dont les fonctions primitives sont immédiatement 
connues; ou enfin de faire dépendre la recherche de Tinté- 
grale deipandée d^ la connaissance d'ulie autre intégrale qull' 
eèi fflà^ fMe d'oblenir. 

. Tel est l'objet du procédé coimu sous le Bom d'intégration 

par parties , qui est des plus généraux dont on iassc usa^e 
dans le calcul intégral. Hemarquons que . 

> d,uo=^udv'{-vdu: 
♦ 

doiic réciproquement , . . , 

dîoù l'on tire , / . 



i, ayant mis line diflSraoHelle cpieloonque proposée sous 
la forme «du, c'est-à-dire sous la forme du produit d'une 

fonction finie u de la variable par la fonction différentielle 
dv de cette même variable (dont nous supposons que l'on 
connaisse l'intégrale t), fa recherche de l'intégrale judv est 
ramenée à oommltre l'intégrale Jvdu, Il est superflu d'ajouter 
«pie Voxprassion de l'intégrale demandée doit tûajours éire 
complétée par une constante arliitraire, que nous avons omis 
d'écrire dans l'équation précédente. 

• Four faire concevoir par un exemple l'utilité du procédé 
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de riqtëgralioo par parties, soit la difféientiélle pnopoaée^ 

dy =:zxcoê.xdx. Nous ooosidéTons les deux facteurs et 

cos.xdx, dont le dernior a pour intéjîrale sin r. Ainsi, con- 
formément à la formule géoeraie précédente^ nous écrirons 
•f " . • * 

J' X COS. jcdx=^x .sin. X — /siiLxdr % 
= a:.sin.d; + C0s.;2; 

et on complétant rintéfjrale par une constante arbitraire nous 
avons . 

y = C + X . sin.j; 4- COS. 

expression dont l'exactitude peut être vérifiée par la diffé- 
rentiation. Ajoutons que le succ(>s de l'opération dépend en 
féâéral du choix des facteurs dans lesquels on décompose là 

* » ■ 

différonlielle proposée. Si dans la diffiSrentie||p précédente 

nous considérions les deux facteurs cos*x et xdx, dont le 

X* 

dernier a pour intégrale ~, nous devrions écrire 



/x*sin.xdx 
—a-. 



a;Vsoa.g ^ 



en sorte que la recherche de Tintégraie demandée se trouverait 
dépendra de la recherche d'une autre intégrale plus compli- 
quëe. On doit toujours décomposer (s'il est possible) la diffétedr- 

tielle pi(>j)Oséc de manière que l'intégration d'un des lacleurs 
et la ditierentiation de l'autre la ramène à une expression plus 
simple dont rinlégralf- se présente immédiatement. 
. Wi. L'opération de l'intégratioo des fonctions diffiàren- 
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tielles peut d'ailleurs ùira facilitée par les remarques sui- 
vantes : 

1°' Lorsqu'une flifférentit'lle est affectée d'un facteur con- 
stant, ce facteur affecte également l'intégrale; 

dy = a\dx donne y = C -f- a/Xrfj:. 

2* Lorsque la fonction proposée présente la somme de plu- 
sieurs différentielles, l'intégrale demandée est également la 
somme des intégrales de ces différentielles considérées cha- 
cune à part; 

^ . rfV=Xrfa? + X,rfx — Xjrfx 

donne 

y^C + /Xrfx + /X,</x— /Xjdx. 

3" Lorsqu'une différentielle est do la forme ou peut être 
mise sous la forme 

/(X).c/X, 

r 

X désignant toujours une fonction quelconque de la va- 
riable X, on peut alors la traiter comme si X était une va- 
riable indépendante; en sorte que si F (jt) représente la fonc- 
tion de X dont la différentielle est f^x).dx, c'est-à-dire si - 
l'on a . . • 

r{x) = Sf{x),(Lc , 

on a également 

F{X) = ffiX).dX. 

* 

Soit proposée > par exemple, la différentielle 
dy = sln.(a + bx^)dx. 
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En multipliant et divisant par mb on peut écrire '.. 

1 .' - ' 

. mb ^ ^ . * 

■• • 

Ôr, mbx'^'^dx est la différentielle de la fonction a + 6x"* qui 
se trouve sous le signe sinus. En posant donc X = a+6x*, 
nous aurons . . . . * 

rftf = — r sin.X . dX , • . , ' • 

. * 

dont l'intégrale est ' . . ' • • • . 

m 

1 1 ' ' A 

t/ = C i^cos.X = C 7 cos.ra 4- frx"*), 

' mb mb ^ ' , 

comme on le vérifiera en appliquant les règles de la ditt'é- 
rentiation. 



XXIV. IKTKGRATION DES FONCTIONS RATIONÎÎKLLKS ENTIERES • 

^ BT FRACTIONNAIRES. 

». - ■ . • 

• ■ * » * 

263. On entend par fonction rationnelle entière de la va- 
riable X toute fonction formée de tenues où il n'entre que- 
des puissances de cette variable dont l'exposant est un 
nombre entier. Telle est la fonction différentielle 

: dy = {a-\- bx'^ 4- «"x" + itc? + etc.)dx , * 

• 

dans laquelle a, fr, r, ..... sont des constantes quelconques 
et m,nyp, sont des nombres entiers positifs ou né- 
gatifs. ne telle fonction peut toujours être intégrée, et son 
intégrale est évidemment, d'après ce qu'on a vu dans Tar- 
ticle précédent, • • .-v. • ' . • 



-m- 

G désigoant la constante agrbitniire. Il failt reniaïqaer seit- 
Içment que ai l'exposant de as dans Vna des termes était — 1 ^ 

h 

en sorte quece terme (ùt^ite, son intégrale serait A^i;». 

•j? 

De plus, la différentielle précédente s'intégreraii encore de 
la. même manière si les exppsants fii»ii^p«..« avaient des 
valeurs «pielcohques lion. entières. . 

264. Si l'on donnait la touctiuu différentielle sous la forme 



<<y =j(a ff ôx* + ca?* + etc. /da; , 

r étant un nonibre entier, on la ferait rentrer dans la pré- 
cédente en développant par la multipliGatlon la puissance 

indiquée. 
Mais si Tou avsvt siuiplenient 

dy = ^ + ttxydx t 

qui peut s'écrire 

> 

on remarquerait c^ue ^dâ^ étant la différentielle de a -f bx, la 
fonctiotp proposée se trouve dans le cas dont il a été ques- 
tion dans le n* éas^ en sorte qué Ton a immédiatement en 
• » • 

poi>aiit a-\-bx = Kf J . ' ' 

1 ' • 

dy = jX'^dX, • 

d où (quel <^^e soit le r^ombre r, saui le. cas où il serait — 1) 
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b r+1 



Deméine sirmtîivaii ' ' 

1^ = (a + l>^Yaf^\ds , 

OD tiouverait par une remarque semblable 

é 

' f 

j ^feoai^léroii^ indiilenaDt les fonctions fractionnaires 
fiHPMtellHi doat te fonne générale est 



'%t^;rà.f (MgtoÉvil des coefficients èonstaiits 

quelconques ; m eMI âéë nombres entiers. Nous remarque- 
rons en premier lie» que si l'exposant tu diuis le numéra- 
teur surpassait l'exposant n dans le dénominateur, on pour- 
.fa|l|.far la 8Îm|ile division algébrique, chan^'er la fraction 
• qi^ iiiiiitqpiiB. d» en une fonction eutière à laquelle se trtMi- 
verait ajeàtée une nouvelle fraction dans laquelle le plus 
grand exposant de x dans le numérateur serait plus petit, 
(l'une unité au moiiis, que le plus grand exposant dans le 
dénpmiiiateur. L^iulégration de la fonction entière s'effec- 
' nierait d'npièa ee qui a été dit dans le n"" 263. Ainsi, Tin* 
^ l^ifgtàbtk ^ h MéleMieUe proposée iw ramfi^ toojQuis au 
«àà bè IVxposluH West au plui égal à fl^^ 
' . Gela posé, soit en général ■ " 



(M 

.m . 
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une fraction rationnelle, ¥(x] désignant un polynôme en œ 

du degré n, de la forme j:" + px""' + çx""' + et 

/(x) un aulre polynôme en x du degré n-r-i au (iiiis. Suj)- 
pû80ii8 qu'a>aDt écrit l'équation 

P(af)=0. 

cette équation ait été résolue par les métiiodes connues, et 
cpi'on en tSH, déteiininé en nombres tontes les racines réelles 

et imaginaires. Désignons par a, a,, a„ etc. les racines réelles 

par azt^^^i, ^^zt^^^ — 1, S=^^sV — i> etc^ les racines 
unaginaires ; et par conséquent par «-h»,' »r^if etc. , 
les Acteurs simples correspondants à chaque racine réellè ; 

et par (x— a)« + 6', (j._a,)' + 6,S (x— a,)»-|-6/, ete'., les 
facteurs du second degré correspondants à chaque couple de 
fadnes imaginaîres. Supposons en premier lieu qu'il n'y ait 
pas de racines égales entre elles. On sait par ^ théorie des 
équations que le polynôme F{r) est égal au produit des fac> 
teurs simples ou doubles correspondants aux racines de Té- 
quaiion F(x)=0 ; et nous remarqucms que l'on peut .toiyoars. 
poser 

A,â,Vi4^jté»c^KM>,Mt, Mi, etc.; ctN, N», Ni, etc., ilé- 
signani dà consfiiiites; puisqu'en réduisant les-lhictioBs 

du second membre au même dénominateur, le dénomina- 
teur commun sera F{x), et le numérateur un polynôme 
en x du degré A — i que Ton rendra identique avec le poly- 
neme/fâp), en posant n — I équations du premier degré. 



c'est-à-dire autant d'équations qu'il existe de constantes in- 

déterminées. Lu fraction proposée ç—- se trouvera déconi- 

posée de celti- manière en fractions partieiles de la forme 

— — y r-— -^-r-s-.' Quant à la détermination des con- 
X — a (x — (x)'-f5' 

stantes qui forment les numérateurs des fractions partielles, - 
on pourra l'effectuer Irès-simplemcnt de la manière suivante. 
260. Proposons-nous de déterminer le numérateur A de 

la première fraction simple ^ , et posons pour abréger 

X — a 

F(j:) = (f — a}.9(x) ' , 

en àéagnani par o{x) le produit de tous les facteurs du 
poh-nome F{x) à l'exception de r — a. Nous pouvons écrire 
au lieu de l'équation précédente 

^x) désignant une fonction entière de ar, et si nous multi- 
plions les deux membres par F(j:), il viendra 

. ' x — a ^x) 

Or, si l'on supposait x=a, la fraction multipliée par A 
Q . • » « , 

deviendrait - , et donnerait poiu* sa véritable vfileur, d'après 

la règfe des numéros 94 et suivants, F'(a), tandis que le 
terme suivant se réduirait à zéro. Donc ^ > . 
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en désignant par V'{a) la valeur que prend le coefficient diffé- 
rentiel du pnMiiier ordre dr la fonction F{x) lorsqu'on y sup- 
pose œ = a. 11 est visible que les numérateurs des .fraiîtioos 
siipples suhrantes se détermineront de la mène manièie, et 
qu'on aura également 

Il n'est point \ craindre d*aîfleurs que les valeurs de V{a), 
F'(a,), F(flj), etc., se rt^duisent à zéro: cela ne poun-ait 
arriver qu'autant qu'il y aurait au moins deux racines égales 
à a, a,y etc., ce qui est contre la supposition. 

267. liPS nlimérateurs des fractions simples correspon- 
dantes aux racines imaginaires peuvent être déterminés d'ui^e 
manière semblable. Soit la fr^ctloq ^ 

on peut la ineitce sous la fooue 

ê 

et j'op îs M =^âP, N =— gtP«-|- aQ6. En ei|)p|(Qriim le fnAifie 
raisonnement qui vient d*ètre présenté, on eonclura donc 
que les quantités P, Q doivent sat&faire à l'équation 

»>+6V-l) 

qui se partage e^ deux équations distinctes lorsqu'on égale 

' * * • 
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séparément les termes réels et ceux qiii sont affectés du m- 
&al iinagîii|iire ^ — 4 , et qui suffit par conséquent pour dé- 
temuDer les deux <(naQtités dont il s'agît. On «uia de te 
même 



• ♦ 
puis . . 

li^=2P„ Wi=- 21V, + 20,6,; M.=2P„ N,=-2P»«,+ 20A; 

et ainsi de suite. 

2«>8. Si l'on suppos<^ m second lieu ffne réquation F(x)=0 
pQsée dans le a" â05 a plusieurs racines égales à la racine 

réelle = a , la décuiuposilion dt; iu trucLiuu proposée 

pourra sfopérer de la manière suivante. 

On éccira 

« 



en désignant par k le nombre dos racinps égales dont il 

s'agit, par A, A,, A, Ai_, des constanU s indéterminées; 

par f (x) le pitMiuit de tous les facteurs du dénominateur P(r) 
à Teioeptlon du liMiteur (âp — «)% en sorte que Ton a F (») = 
(4? — a)\^(x]; enfin par '2D^(jr) un polynôme entier en «dont 
le degré est inférieur à la plus haute puissance de x contenue 
dans f (j:). U est visible qu'en réduisant toutes les fractions 
du^eccMMi membre au mâme dénominateur, qui seç^ 1^ (^)> 
on ponm rendre les deux membies identiques eii dS^Mmet 



* » 
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• 

des constantes A, A,, A,,.... Ak_,. Pour délenniner les va- 
leui-s do ces constantes , nous remarquons qu'après la ré- 
duction au niéiTic dénominateur dont on vient de parler^ 
l'équation précédente devient aimplement * 

+ ^k-l\x — a}*"* . v^) + (« — «/. 

' Or en la différentiant une, deux , trois fois, oU\ , puis faisant 
après les difféi'entiatioHs a:=^a, cette équation donnera le^ 
suivantes, 

^(a)=A.V(fl)+A,.9(o) 

f (a) = A . (aj + A , . 2-/ («) + A, . 29 (fl) 

r {a) = A . ?'"(fl) + A, . 3?"(a) + A , . 6?' (a) + A, . 65 (a) 

n«}=A.ç>)+A^.4çla)+A.a2<p'(û;:*-A,.24?'(«j:hA.^^^ 

. etc. 

au moyen desquelles les valeur^ de A^^ A,,...*^ A»^ pour- 
ront être calcalées snocessivement. Ces valeors dépendront, 

comme on le voit, des fonctions dérivées successives de la 
fonction o (j:), qui est connue, puisqu'elle est le quotient de 
la division du dénominateur F(x) par (x— a)\.Mais si l'on 
ne vent point calculer celte fonction, on -rainarqiiem qu'eft 
prwiaiit dans réquatioD 

* * 

)e<i coefficients dillélmiUels 011 fonctions dérivées des divèrs 

t ordres de chaque membre on trouvera généraU nient j)our 
. l'expression de la fonction dérivée d'un ordre quelconque 
^ésigtié par ' ' - 
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Jf(0(a?)=fr(fe-lX/c--2}....-(fc-t+lXa:--rfi*-' .? (x) 
+ i. /c(fc—lXfc--2) ....(ik—i +2Xx— (j;) 

+ 

+ 

d'où l'on voit facilement qu'en faisant x — a dans les 
fonctions dérivées d^ ordres k, i + l, ^ + etc., il 
viendra •• * . * 

* • 

F^»;(a)= fc(fc-l)(fc-2}.......2.1?(a), ' 

Ft*+»i(a)^(&+l)./c(ik-l)(k— 2> 2.1?' (a},- • 



équations parlewpiftUes ieft quantités <p(a)y eto.,' 
ae trouvent déteiqiinées'mi moyen dee ?aleiirs que pmnail 
letfoiiAiomdéilvées dèftordm etc.^ dû 

dénominateur F(x) lorsqu'on y fait «=à. 

269. S'il existait dans l'équation F(j7) = 0 d^autres ra- 
cines réellea égales entre elles, par exemple k rapines 
é^es à a^j,; on ooncevraii de' même ^que la, présence- dlil 
bcteur «|)^. dans le polynôme donnendt lieu 

dans, la décomposHioii de la fradioii proposée ^/ à la 

présence des fraotiotis sknples. . 



* 

et Toa emploierait pour |e« calcul 4e6 oonstaptefi A» À,, . 
À,.... les fonnulea données cîrdeflsus> dans. lest^uielles- 
. il fendrait regarder ff{x) comme réprésentaot le quotient 

de la division d(^ F(j:) par le facteur {x — fl,)*. 11 en serait 
de même s'il se trouvait un plus grand uomlH'e de racines 
piultiples» • • , - . 

270. <His pri)cédés s étendront d'ailleurs iacileni(»nt au cas 
où il y aurait des racines imaginaires nuiltiples dans l'équa- 
tion F(«)=,0: Si rçQ représente ea.effet ptt l(â?--«i[*+â*l' 
l'un éss fecteurs du polynôme et ^ l'xMi, veut déter- 
mine]* les .firacUœw simples auxquelles la prétfranod de oe 
facteui* doit donner lieu, on écrira • 

• • • ' 

én' désignaîEit par <p(jr) le produit de tous' les fededrs dont 

se compose le polynôme F(j?), à l'exception du facteur 
\{x — a)*-|-^'l*- Lorequ'on réduua le second membre au 
-. même .dénominateur, cette équation deviendra , 

• ♦ - » 

AaJ»^(lte+N>f(«)+CM,»+NJl(fl>-Hi)»4.6»],ç(ar)V^ 

fli Ton pwud les diÛércntieiles successives, puisque l'on 

. thmne à les valeurs â!;a:a=p6v^^ 'qui réduisent à séro 
lé fâïïtei]» ' ( X — a )* ^ 6*', on ol>tieâdra ; en remai^quant que i 

ces efuiations se partaiir eu deux lorsqu'on 
égale séparéiueiit les parties ret'iies et les parties imagi- 
naires, le nombre d e(jiiations nécessaires pour la détenni- 
•natioa des constantes M et N> etN,, M,, etN„ été, • . 
n en' eeteît de même si le déDominatcur de la frac- • • 
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tion proposée présentait d'autres racines imaginaires et mul-^ 
tiples. 

27i« Revenons maintenaiit à Tintégralkm de la fonction 



qoe nous noua sommes proposée n** 365. D'après ce qu'on 
a vu dans les numéros précédents^ on peut toujours,, par 
la décomposition de la fraction qui multiplie ix en frac- 
tions plus simples , faire dépendre cette intégration de celle 
des différentielles suivantes, 



■ 

Tout se réduit donc à intégrer ces dernières ditierentielles. 
Or, en se lappelàni ce qui a été dk n** 389, on voit siuv 
Je<iiam|), i»qûa. , . . 

£^ = - — - donne y.=G + A «)t " 

C représeâtant toijours la constante arbitraire introduite 
par rintégration;' * ... 

«•Que 

♦ ■ • ' a * ' *. 

^y==/ ^î * donne . yssC— .... rr:?. 

313. 3<» Que 

Ma + N d.r ' 



duunc 



373. i' Enfin, qu'à l'égard de la fonction difiërentielle 



la première partie 

M (g — a)<fa 

â visiblement pour intégrale 

c ^< 

et quant à la seconde partie 

(Ma 4- N;//x 6»-» T 



qu'on peut en eiSectuer l'intégration conune il suit^ 

.^usoiiô ^v~ = ^> ^ cette dernière ditfé- 

.6 o 

lentfelle deviâkidm 

: . Ma + N 



6"-» • + 

en sorte qu'il s'agit dlntégrar la fonction difBârentienB 

4 ■ 

Or, cette fonction pouvant se mettre soixA la forme sui- 
-^ante (en ajoutant rt retranchant i^di an numérateur)* 
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dt thlt 



tsof a donc 



»» 



Ç dt _ Ç dt Ç 



Mais en considérant dans l'intégrale / ^ les deux 

facteurs 5. et - . ' . et appliquant le procédé de l in- 

tégration par parties cenformémont à ce qu'on a vu dans 
le n* 260, il Tient 



/ 



+ 



et en sobstitoant dans l'équation précédante. 



2it— 3 



3(ib— ' 2(fc-i) 



Ain^i Ton fait dépendre rintégrale cherchée d'nne antre 
tntégralQ^de même nature, dans laquelle l'exposant k du 
dénominateur est dhmnué*dyne uoHé. En continuant de 
la méàie madère on trouve pour- Teiipression dé linté* 
grale dont il s'agit 

. 3 



dt 



+ 



2 



+ 



8 ._5 



A— i ' ik— 1 fc— 2 ' itT-i it— 2 /c— 3 
'.3.5.7 
2 2^2 



.5 ,_7 
2 2 2 



5 3 

2 2 (/Hi)*-' 

kZT^ k^Z — * 5 * 2 ' î 



+ 



. 3 . 5 . 7 

il? 

If— 1* ik— 2 *k— 3 



3 1 
2 *> 

j • ^ , arc. tang. 
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9i l'on remplace dam oette expresaioii t par sa .Haleur 
r-g— 9 et SI ron multiplie par -gis=i— « on aura doiie [ba 
ajoutant une constante arbitraire) l'expression de l'inté- 

lentielle proposée. 

On pourra toujours , au moyen des noti(jng qui vien- 
nent (INMre présentées , eOéetuer Tiniéj^ratiou d'une fonc- 
tion différentielle guelconque rationnelle. 



XXY« UrnScBATlOM DBS fO^ÇJiOSUi DlVFgRBIiTlBLLIS AFFBCTKSS . 
' I^'nr RADKAI. DÛ SBCdia» BEGli. PI FyiRI t W T lI ttLBg BIHÔÎbS. 

^74. Lorsque les lonelions différentielles algébriques sont 
irrationnelles ; on n'est point assuré en général d'en pou- 
voir effectuer i'iiijtégrattoik sous ibrmâ finie. Jjo» procédés 
* que foD peut employer pour y parvenir oonsfstent piind^ , 
paiement à substituer à la variable » 'paîr tapp^rt à laquelle 
la différentielle proposée est prise, une nouvell»^ variable t, 
en établissant, d'ailleurs, entre ees deux variables une 
relation telle, que Tirrationalité» de la fonction propo- 
sée .disparaisse par la -6a)istitatton *de.l% valeur de d!r en | 
et if. 

27rî. Le cas le plus étendu dans lequel le sucées de ees 
procédés soit assuré est celui oîi l'irrationalité de la fonc- 
tion proposée tient seulement à la présencje d'un radical du 

seçond degré , tel que \'a + 6x + » ou ^ « + te— ex* > 
a et 6 désignant des quantités constafites quelconques, et c 
une quantité constante positive. On peut toujours alors 
tendre cette, fonction raiionneUe^ et par conséquent, en 
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effectuer riiitégraticui au moyen des procédés qui ont été 
présentés, dans rarticle précédent. 
* En premier lieu, lorsque le signe 4u terme rr' est , 
on 9081M, en désignant par l une nouvelle variable^ 

d'où 



v«)^Qfs donl b subatituftion lendia évidoBBient in fonntion 
proposée vationneite. 

. if76. En secoQd jidu, lorâ<|ue le signe du tenue cx^ est 
la fonction proposée deviendra égftlmfiQt ratiopo^De 
*, si Ton pèse * 

d'Où / ^ 

» 

*. ■ * 

Mais comme cette transfemuition , dans le .eas où la 

quantité a serait négative, int.rodnirait des termes imagi- 
maires dans la ditîérenti»lle proposée, on peut alors pro- 
- céder de la manière suivante. Remarquons que Ton est ici 
censé opéier sur des quantités réelles» et par conséquent 
■ sur des valeurs de x telles que îe radical V' a+6i» — eœ* ' 
soit réel. Donc le trinùme a + bx — cx^ a des valeurs 

positives; d'où il suit que réquation** =sO 



4 
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a ses deux radnes réelles. Représeiit<ms..par p el ees 
radnes. Nous poserons 



Va+6x— CA='=^c(a;~pXPi— ^)=V<^(^ — PXt .eu p^— x=(x— f)/*; 
d'où Ton déduit 

ft^i , ec ite- (^,+i)f-* 

Ces valeurs rendront rationnelle la différentielle proposée 
sans y introduire des quantités imaginaires^ 

L'irrationalîté d'une foietioa dUB&reDtiéDe peoft 
également disperaKre lorsqu'elle résulte de la présence de 

deux radicaux. diûërents,du premier degté^ tels que ^a+x, 

^h+Xy décrivant 



^6+a; = £, d*où . x — t^ — b, Ux=:^,du 

Cette transformation fait disparaître le second radical en 

donnant au premier la fonpe V «— ^ ^ nmène 
la fonction proposée au cas du n* 375. 

378. Nous indiquerons les applications .les plus simples 
^ procédés qui viennent d'étve eiposés* 
floil . . 

• . ' dx ' 
dws: — : 

la transformation du n*" 375 cbangeia cette différmitieUe 



4r= 
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• ■ — 297 — 
Donc , X 

t 

ou ai remplaçant l par sa valeur en x, 

jfsiC+~,lib + 2cx -}- 2 v^c v^a + («; + cx*)i ^ 

• sic. - ■ fSh^:^. 



> j. 



ou^eefpnrevieàtattméniey 

G désigne toujours ja constante arbitraire introduite par l'in- 
tégration ^ • • *' • 

m Soit • 

* 

Si l'on emploie la pretnière transforfnation du n* celte, 
difiérentielle se diangera en 

= .on ay^^-^^.^. . 

' e 

dont l'Intégrale est 



|r=:C— --.arc. tang. 
et en mettant pour t sa valeur enx 



— 298 — 

Si maintenant l'on emploie la seœnde transformation du 
même numéro, la di^éreatiollfi proposée se changera en 

dy= ^ 



* 

« 

dont i intégrale est 

2 

lf=c — p.arcling.1; 

et en remplaçant i par sa valeur 

* 

ou (puisque p et sont respectivem^t les racines dp l'éfpnh 

• ^> « * . • - • 

tionx^ af =0) 

ce- w . * 



Ces deux e^iiires^ions de l'intégrale deipandé& y, peuvent 
être employées et ne diflMnt l'imé de rentre que par la va- 
leur (le la constante arbitraire. 

280. Dans le cas particulier où la difiér^MeUa pfoposéa 
serait . * 



... ' , , . • 
on aurait «srl, 5=0, c=xi. La fondante 4a n* STS-d^n» 

nerait . - • 

• • • . 

* . * 

• • • 



» r 



• 

0 
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3^1. Dans le tiâs où cette difEërentieUe serait 

dx 



V i— X* • 



on sait que l'on aurait i/=G+arc sin. or. En effet ^ la pie» 

oUèf6 fpipMle du a*" 379 doîm 



Soit aresin. je;=<^ : . cette expression deviendra 



8UI*9 ^ .'lu 



De même, la seconde fbnnole du in* S79 donne 
M=Q— aarptang. W-— 34 



e'est-à-dire 



2V/— 



' ' . i-f- — - 



. 28^. Remuquonà, d'ailleurs, qu» Pmi 
lintégrale de la fonc^n différentielle 



» • * 
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de la formule du 278 en y faisant a= 1, b=A), — 1. 
On trouverait ainsi l'expression iinagiimiro 

• ' • * 

Pour que cette eiqneBsioii Vacoorde avee Fespressioii réelle 
f sG+aro ain. âp^îl est viable que Ton doit attribuer dans ' 
l\mé et l'autre la mémo valeur à la oonsUmte arbitraire, 

puisqu'elles donnent égaleinent j^— C quand on y lait j:=0. 
Donc * . * 

arc. sUl« = -74= . / (j? + a; v^l «') , 

ou • • 

f i = /(COS.? + v^^^sin.?} , « * 

» 

équa^OQ qui s'accorde avec ce qu'on a vu dans l-artide XIF« . 

tB3. Noua remarquerons encore que* poor effectuer lln- 

t^g;ration de la différentielle 

. . dx 



il peut paraître plus simple d^ ne pas employer 1 une ou,> 
Centre des tfensforniaiions dont on a fait usage n^ i79 et.de 

ramener immédiatemeoi cette différeatieUe à k forme 
On am ;de eelte manièie. 

dx 



4if= 
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donC.l'intégrile est 

ou * . . * 

y = C + -p arc siD. — r . 

Cette nouvelle expression ne diffère encore de celles qui ont 
été âoQDé^s n"* 279 que par la valeur de la coustaote ariu- 
Iraire. 

ùa poomit fttnfliier de la même mànière lu diffâiendeUe 

• • c/.r • 



à la suivante , dout Tiat^ale a été donnée n* 380; 

mais on n'obtiendrait pas ainsi une expnaam plus 8inD|ile, 
que la foroi^ule du 378. 



VifférenUdlet biMma» 



» r 



â84. Cette expression désigne les différentielles de h foime 
• . ' • * *' 

■ p 

■ ' , •. * • 

a et 6 désignant dos coustantos, m et n dos nombres quelcon- " 
ques> eutiersou fractionnaires^/) tt q desnouibies entiers. Nous 
remarquerons én {mnier Keii que la généralité du caUt faa^ 
tion n'est ^ diminuée lorsque m ein sont supposés entiecs y 
eiméme lorsque n est supposé positif* En effet, on passera dii . 
cas général à c^lui-ci par des transformations In s- faciles, (^^la 
posé, nous devons clieroher en premier lieu le*) ci^ où la 
différentielle précédente peut être repdue rationnelle. 

8i l'on pose. ' . • 

h dUfôreotieOe pi-opôsée se <^gefa en - 



=-1 



J£l}e deviendra 4ono*r^iiOBneUe si — est un noaiiir& .entier* 

w 

2° Si Ton pose . ' * * \ * , 
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fi 



d'Où 

• * 

ff 

la (iiâea'Oli£ile proposée se changera en 

> 

ËUe deviendra donc isationneHe si ^ -f ^ esi im nombiie 

n ■ q 

' deux cas sobt les seuls pour lescpièls on toit as^ttrlde , 
rendre todifl^fmitjMHe binôme rationnelle. 

283; Nous pourrons, d'après ce qui précède, intégrer toute 
différentielle de la forme 

■|^=sTl«"%(tf+6x'')s {a+baf")', (a+6x")", etc-Jx*-* .«fcr, ' 

^f '^ypy h r, 8y i^ u, etc., désignant d^s nombres entiers j et 
F une fonction rationnelle des quantités contenues dans la 
parenthèse. En eiet^ la fonction proposée deviendra ntàgith 
ndle ai l'on pose 



. Où inlégreia également toute difféfentieUe de la foiltli 

, m 



« 



' Diniti7fi 



' 1 



r 



M. Lorsqua^h diffémtîèD^ 

» 

{p désignant un nombre fractionnaire) ne peut pas êti^ ren- 
due rationnelle, on cherche à la réduire à une forrae plus 
sUnple en diminuant les exposants m ou,/). Ces réductions 
s'opèrent au moyen de l'mtégPoUoti par parliez le prin- 
i9^.Âétéiiidifpi6|X»m. \ . 

4* m étant supposé .positif» oni diminiiM «éet exposant 
comme il suit. Un a * • . * • ' 



ou 



• * 

• Mais. 

aoBo 



ji(p+i)e» 

ou enfin 



. On a fait dépendre l'intégrale demandée d'une autre intégrale 
de même fomie, dans laqueUe l'exposant 1 est diminué 



■ Digitizeci by Google 



du nombre n. En continuant à appliquer la mt^me formule 
on diminuera cet exposant du plus grand multiple de n qui 
y soit contenu. 

2» p étant supposé positif, on diminuera également cet 
exposant de la manière siiivante : 

y = / rfx . af^» (a + 6x*)»>-» (a + ôx") 
— aidx, X"-» [a 4- 6x")>»-* -{-bfdx, x"+"-' (a + bx^fK 

Mais la formule du numéro précédent donnera^ en changeant 
m en m -fit, et p en p — 4, 

J ' ^ ^ r (m-}-np}b ' 

et en substituant cette valeur dans l'équation précédent*^ il 
viendra 



_ jr{a + bx'^Y 4 - npa / dx . x"^ (a + fr-r*)»^* 

y 



m 4- np 



X • 



Au moyen de cette formule, Texposant p peut, dans la diffë- 
rentielle proposée, être diminué du plus grand nombre en- 
tier qui y soit contenu. 

3* Si Texposant m était négatif , on emploieniit la fornmle 
suivante. On a, d'après ce qui précède, 

J ' (m— n)a 

fuis en mettant — m + n au lieu de m, on a 

J ma 



— 306 -y 

A" Si l'exposant p était négatif, on remarquerait qu<*, 
d'après ce qui précède, • • •* 

rrf.r.T---'.-«+/,x'-^'^-'""'''+*^''-'"'+"P'-^'^-^'!'"+''^'* 
puis eu nietlant — p-\- \ au lieu de p, il vient 

Les formules précédentes lie pourraient pas être em- 
ployées si l'on avait m + w/? = 0, ou m — n—0. Mais dans 
ces deux cas la dilîérentielle binAme peut être rendue ra- 
li()nn«'lle, a)utbrmément à ce qu'on a vu dans le n" 284. 
^ Remarquons, d'ailleurs, que dans les cas mêmes où cette 
différentielle est rationnelle , ou peut être rendue ration- 
nelle, r'usage des formules de réduction dont il s'agit est 
généralement le moyen le plus simple d'obtenir l'intégrale 
demandée. On a vu un exemple de cette manière dans le 
n" 273. 

287. Prenons encore pour exemple la différentielle • 

• 

ay = -=;= SX ax. ar^- ï (a— ;r)- f . 

fl 

Nous emploierons la première formule du numéro pré- 
cédent dans laquelle on fera m = r+J, n=l, p = — J,^. 
ft = — I , et l'on trouvera ainsi 



r 2r / / % • 



En continuant à appliquer la même formule, on parvîendnr • 



/Google ( 



- — . «' 
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nidemment à la différentiellp 



yjax — t' ' 



qui rentre dans les cas traités dans Ips numéros 27ft et sui- 
vants, et dont l'intégrale, (jui s'obtient imniédiateniont d'après 
ce qu'on a vu n" 2K3 , est 



2j; n 

. C 4- are. sin. 

a 



XXVI. INTEGRATION DES PONCTIONS PTFF^ENTTCtLlS LOGARrTHMîOl'ES, 
EXPONENTIELLES ET CIRCLLAIRES. 

288. Les intégrales des fonctions ditrérentielles de cette 
nature ne s'obtiennent sous fonne finie que dans quelques 
cas particuliers. 

On voit en premier lieu, conformément à l'une des re- 
marques qui ont été faites dans le n" 202, que si l'inté- 
grale de la fonction différentielle dx.f(x) est connue, on 
connaîtra également les intégrales des fonctions différen- 
tielles 



X 

dx 



-^'f{lx), ix.e'.fiC), dx,C03,x.f(siD,j.% dx.sin.xfico3,x), 

dx 



/> ^. — 



./■(arc. tang.ar), ^../'(arc.sin.j^), -7:^==^. /"(are. cos,x\ 

\i — .T* 



On reconnaît également que le signe f désignant une 
fonction algébrique dos quantités affectées par ce signe, 
on poiura rendre algébriques les fonctions différentielles 

dx,f{e^, dx^fisitux, cos.x). 



s» 
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en posant e*=l pour la première, et «in.^ssl ou ooa««ssl 
pour la seooode. Par conséquent, œs fonctions pounronl 
être intégrées lorsque la fonction / sera rattonneile, oit 

pourra étro rendue rationnelle. 

Il en sera de même si l'on a sous le signe de fonction / 
les quantités sin. 2a;, ûa^dx, sin.4a:, etc., ou cos.Sx, 
oos.3«, cos,4ap, ele., parce .que les sinus ou cosinus des 
arcs multiples peuvent être exprimés ratioaneOemeiit an 
moyen des puissances du sinus ou du cosinus de l'arc 
simple par (ks formules qui se déduisent immédiatement 
du théorème de Moivre. (V. n** il 7 et suivants.) 

On voit aussi que les fonctions différentidies trans- 
rendantes peuvent quelquefois être intégrées lorsqu'elles 
sont de la forme 

V dc.sij^nant une fonclion alj^t'brique , z une fonction trans- 
cendante dont le coeâicient diiférentiei du premier ordre 
est algébrique, et fi un nombre entier positif. Tel senait 
le cas où Ton aurait i=iLf{x), jK=:arctang./{d?), en 
■désignant par f{x) une fonclion algébrique dejr. 

Kn effet, en intégrant par parties la dllférentielle propo- 
sée, il vieiulra, en posant Q=zjdx,F, 



du 

puis en posant R=/4iv.Q on aura également 
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J rf».R«^~=S«— (il— 2) J dx,Sz'*-*^i 

et ainsi de suite. Cette opération fournira, quelque soit n, 
4m réductions d'intégralesi et dans le cas de n entier po- 
sitif elle donnera riotégrale demandée si l'on peut trouver 
Fexpression finie des quantités désignées par n, S, etc. 

, 290. Un exemple simple de Topération dont il s'agit, 
est llnlégratîoii de k différentielle 

qaà donne, fi étant un nondwe entier positif ^ 

Soit encore 
il viendra 

291. L intégration par parties donne do la même ma- 
nière l'intégrale de la différentielle 
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On a en effet 



a a 



et en appliquant la même transformation à Tintégiale do 
flecond membre^ il viendra 

t • 

» ■ 

On trouvera par le même procédé 

ito.a^cc«.a«=G+^|8bi.as[l— ^!^^4-ete.j 

+ cos.«x[^-5fcz_*^lZl2) + etc.] j 

â9â. L'intégration par parties dunuaDt 

• 

i (ù;.c'«"sm.6jc = j tù;.e«'cos.6j;, 

J a a-* • 



on tire de ces deux équations 



«te. c- sln. to = C + ^. + fti <r- 
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La ooima&sance de cet deux intégrales mettait à mdine 

d'intégrer à leur tour les différentielles da?.a^e**eos. bx et 

'(/x.rrV'sin. hx , par le procédé ddht un a fait uâBge dans le 
numéro précédent 

393. Lorscpie les diflérentîelles contenant des fonctions 

transcendantes no p<'uvent être intéjçrées sqws forme finie , 
on cheK hc au moins à les faire dépendre de toiu tions plus 
simples. Parmi les formules de réduction employées à cet 
effet, nous distinguerons celles qû convibnnent à Ur diffé- 
rentieUe 

% = 1(3; . sin. . COS. " j: « 

NI «ei'n .rapréaentàui deB nombres jc^wlooiMpies positifis .ou 
négatifs. 

On peut remarquer d'abord que cette diffcrentielle 
ramène facilement , au& différentielles hindmes, dont on 
s'est occupé dans les munéi^ Sbè et suivants. En effist 
on a 

d9=:i£r.8in."*d;(l — sin.'x)* » 

fonction qui deviendrait rationnelle si n était impair, ôn 
pourrait donc «nployer les formules de réduction du n^ 286. 
Hait il convient mieux d'opénr direotemeoft sur la différen- 
tielle proposée. " 

Si iie^posaot n» est positif^ on diminuera. cet exposant 



sans -augmenter n,ea obBervant que « 

• Uouc 

8in.'"-*a;.cos."+»x , m— 1 - . , . ^ 

on 

« 

=^ irn ThT U<te.«ln,"-«ar.00ft««-rt, 

m 

(équation d'où Ton tire 

2° Si IVxposant n est positif, on diminuera cet expo- 
sant sans augmenter m, en employant la formula suivMitej 
que l'on obtient d'une manière semblable, 

/ sin. jî«coa.*~*aF it 1 
m 

3* Si Texposant m était négatif^ on remarquerait que I'od 
tire de la première équation qui vient d'être obtenue 

j etr.siiL— 'j^-cos."*- ^^—^ + /<te.8in.*Jî.ce6.''*; 

et.en changeant m en —'m + â , 



4' Eiiiïn, si TexpusauL n était négatif, on remarquerait 
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également que la seconde des équations qui viennent d'être 
obtenues donne 

et en cbangeaDt II en --»ft4- 

a 

COfc»I? («— i)COfc«»-*« «— i J ^Gtm,*^X 

994. PiBnm les cas partîcaliers oompris dans les foimules 
précédentes, on peut distinguer les suivants: 

:^ + -jj— /d!»,sto,<»-^ 

«B.COi.««:s jj + — ^/ds.008^"^« 

/ da? _ COS. a? in~2 /* dla? 

rtiL»* (m— i}tln.»-ia? m^ij s 

/da? sliLa; ?> — 2 /* 



c6c 



J sm.''j; J n—i ^ *■ 

^5. D'après les réductions indiquées dans le n* 393, Od 
lera toujours dépendre Tîntégretioii des difiérentiélles de h 
Ibnne dx,m.*x.eoê.''s de l'intégration d'antres diil9feii> 
tîelles de la même forme ^ mais dans lesquelles les oxpo- 
siints m et n ne dépasseiont pas 1 et — 1. Et lorsque les 
exposants m et n seront des nombres entiers quelconques 
positifs où négatifs, l'intégralion de la différentielle pio* 
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poiit ae tranvm dépendre déftniliveoieiit de ruitégntioR 

de l'une des neut ditierentiellcs dont nous douuou^ ci* 
dessous les intégrales^ savoir ; 

— ^'"^ ^C-^l.taBg,v, 1 dxMn,ait=C'-*Qù8,Xt 

sin..r.cos.x J » 

J COM. «/ S1D.« 2 

/» COS. X 

Aiosi, dane le oas où m et n so^it des nombres etatieta, on. 
obtiendra toujours sous.foime &me Pintégritle de la dîfléren- 

tielle dont il saisit. "... 

^^ous remarquerons enlln que Ton pourrait également in- 
tégrer les' fonetiens différentielles de cette espèoe en Mm- 
pbçant 8in.*"â? et cèe.*± par leurs expressions 'en fonc- 
tions linéaires des sinns et cosinus dé' iW a? et de ses 
multiples qui ont été données dans les numéros 136 et sui- 
vante ^ expressions composées d'un nombre détenniné de 
termes lorsque m et n sont des nombres entiers positifs. 

296. D'aiNrès la forme que ce dernier procédé donne à la 
diffépantielle 

loi'sque m et n sont entiers positifs, il est évident qu'en 
opérant comme on Ta fait dans les numéros 291 et 292, on 
intégrera dans le même cas la différentielle 
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l élMt aussi UD nombre entier positif^ ou pliu géoémlen 
aient différentielle 

P désigoant une fonction rationnelle et entière de 
Les dîfiérentîeiles de la forme 

. dl«.P(arcsin.x)^ ou <(iv.fî(aiecoB.«)^ 

se imènenl aniflécédeiites en' posant * 

a»ssia.l ou «=ooi»^ 

XXVil. iirrieiuTioa mb sàitts. 

297. Une fonction quelconque pouvant en général être 
développée en une série ordonnée suivant les puissances 
entières de la variable, on peut obtenir sous la même 
forme l'expresaon de f intégrale d'une différentielle quel- 
tonqne. Ainsi ^ comme Ton a en général^ d'après le n** 81 > 

* 

* 

on aura égàlement 

G désignant la constante arbitraire qui doit êtie jgoutée * 
poor domiar à l'intégrale la géoétaîité nécessaire* Cette 

expression en série de nntéf^rale fdœ.fi^) peut être employée 

toutes les fois que la série est convergente. 

Mpu8 Deina«|uerona de plus que si là série qui doqne le 



— 
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développement de f[x) est convei-genle pour toutes les \'Hleurs 
de !a variable comprises entre 0 et une certaine limite x, la 
série qui donne le développement de Jdx,f[x) le sera à plus 
forte Tiison. En effet, li séria /[0)-f f(0).«+^ ne peut 
ooavergèr vërs f{x) qu'autaht que le terme oompiéiiieiitane 

aoV g«*(f^oyti ii« a6) devient plus petit que toute 

grandeur donnée^ pour les valeurs de la variable dans Tin- 
tervalie indiqué» lorsqu'on augmente indéttniment te nombre 
^ Or c'est rinté|p»te, prise à partlrde«=0| de celle quan- 
tité multipliée pentir, qui fournit le tenne complémentaire 

du développement de jdx.f{x). Celui-ci est donc la somme 
des vateurs que prend le produit 



lorsque x passe de 0 à sa valeur extrfime par une suite d'ac- 
croissements infiniment petits ét égaux dx; il eët ainsi égal au 
produit de l'intervalle total que x parcourt par la valeur 

moyenne de ' )^ ' xv-, et fl tend vers léro comme cette 

valeur eUennéme lorsque augmente à l'infini. 

296. Lorsque la fonction f[x] se trouve dans les cas d'ex- 
ception qui ont été remarqués numéros 88 et suivants, 
c'est-à-dire lorsque le développement de cette fonction con- 
tient des puissances fractionnaires ou. négatives de j?, on 
peut également employer ce développement pour obtenir 
l'expression (le l'intégrale /dff ./(â?) en série, expression qui 
pourm servir au caknil numérique de cette intégrate si la 
§érie est convergente. 

299. L'intégration par série est quelquefois le procédé 
le pkis aimpte que Ton puisse emj^yer pour obtenir le 
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éévdoppemeiii dhnie fondkm smvant les puiasADoeft en- 

tièmwsendantes oo dMoendaiites de la variable. 

On a 9 par exemple» 

dW(l+«)=^^=r4«(l— etc.): 

ck>Dc 

La eoMtanle anfaHniie 0 doit être détermiiiée de manière 

que l'égalité des deux membres subsiste pour une valeur 
quelconque de x. Or, en faisant x = 0 , le premier membre 
se réduit à zéro , et la série du second membre disparaît. 
Donc 0=0; d'où Ton oondnt 

mS >yA /wA 

comme on l'a vu n" 402. 
300. On a de la même manièie 

dx 

d , arc tang. x = ^^j:^ = af*+ «*— etc.) , 
par conséquent 

et comme la constante est nulle ^ il vient 

»pS /pS ^7 

comme on Ta vu dans le nM15. Remarquons, d'aillaura. 
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ifoB «alla térid n'esl oonvergenUe qtt'antani que m ne anr- 
pittfle pit rnnHé. On peot en obtenir une antre qui soit 

au contraire convergente lorsque x surpasse Tu^iité en écri- 
vant 



(/.arctang. 



_ dx _dxf. 1.1 1.1 .\ 

d'où l'on déduH 

■ « 

et comme réduit cette équation à - = on trouve 

définitivement 

arc tang^ === ^ - i + ^ ^ + jgr + etc. 

Cette série ne convient qu'autant que x est 

1 

entre * ®^ q- 
301. L'équation 

» ''•^ w /i.l 1-3.5 13.5.7 ^ \ 

éMtoe de la même manière, en observant que la valeur de 

la constante est zéro , 

« 

l x' , 1.8 *• t J.6 arf" . 1.8.6.7 4^ , 

et en faisant x=:l on trouve cette expression du nom- 
bre «, 
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i "* 2 3 .2.4 5 S./k.6 7 2.4.0.8 § 



302. On pent tl'ailleurs obtenir le développement en série 
d'une intégrale demandéo jdjr . fix) , non-seulement en dé- 
veloppant la fonction /(j?) suivant les puissances de x, ce 
qui De donne à intégrer que des termes de la fonne ax*dxy 
mais en décomposant la fonction [{ob) en deux Huïteurs, ou 
la metUiiil sous la forme ç(x) . ^[x]y puis développant un seul 
de ces facteurs, par exemple ^[x). Lrs termes du déveloj)- 
pement qui doivent être intégrés sont alors de la forme 
iuT.^.dx, et il est néceuaire que l'intégration puisse 
en toe effectuéé par lea méthodes connues. 

Soii par exemple là différentielle 



dx 



En développant le foctenr. (I — ftar)'~i il viendra 

Chaque tenn^ de U série donne à intégrer une difHran» 

tielle de la forme —===, ce qu'on peut. Caire d'après 

• ^ax — 

ce qm a été dit date le n*387. 



xxvm. 



903. Revenons aux notions présentées dans les numé* 



3 J 
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ros ^riri et suivants. Soit en général 

f{x).dx 

une fonction différentielle quelconque de la variable jc, et 
désignons par • 

l'intégrale de cette fonction différentielle, ou la fonction qui 
étant différentiée , aura f{x) , dx pour différentielle. Cela re- 
vient à poser 

d.F(x)=/"(a).d:ù, 

OU plus généralement 

d[C-hY{x)]=f{x).dx, 

C désignant une quantité constante entièrement arbitraire. 
El la fonction Y[x] pourra être déduite de la fonction diffé- 
rentielle f[x).dx, quand celle-ci sera donnée, au moyen 
des méthodes qui ont été exposées dans les articles précé- 
dents. Cela posé^ d'après ce qu'on a vu dans les numé- 
ros 255 et suivants^ une fonction quelconque peut toujours 
être regardée comme étant la somme d'un nombre infini 
de valeurs de sa différentielle. Ainsi , Texpression 

C + F(x) 

représente en général la somme d'un nombre infini de va- 
leurs de la différentielle f[x).dx. Tant que la constante C 
demeure indéterminée, la valeur de a: à partir de laquelle 
on a commencé à sommer les différentielles est également 
indéterminée; et quant à la valeur de a: à laquelle la somme 




« 
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. se 'termitie , c'est la valeur mùme de cetU» variame qui i>e 
trouve aoi|8 le &igne de la fonction F* ' ' 

■ ♦ 

' Beumqaons. maiotenaiit qu'un gMQd nmnlMre .d^ 'qnes^ 
tioBs ImitorlaBles éi^eni la leehercbe de la somme d'up 
nombre infini de pâleurs d'une différentielle proposée, cette 
somme étant prise depuis une certaine valeur jr^ de ;r, à 
partir de laquelle les différentielle successiyeâ sont suppo^ 
iiéés Vi^outer les ooes.aoE autresr, jusqu'à une autre va- 
let» ^ àe eette mèm iéi^jîMe, aù delà de laquelle on 
eesse dlijôuCQr les difliBrent(ellea. Cette somme s'exprime 
analytiquement d'une uiauière générale comiiic il suit^ 

en plaçant au-dessous du signe j la valeur de la variable à 
partir de laquelle y» différentielles commencent à être ajou- 
téies^ et aii-dessm de ee 9giM[ l<i vfdeur de la variable à'Ja* 
eeôe eette addhion. L'eipression dofot il sfagît est ee 
qu'on nomme une intégrait définie, en entendant par là 
que rintégi'ale, ou la somme des différentielles, est prise 
entcc des limites déterminées; est la limiu inférieure^, 
et xp«i la liimà$9 mfériitmê de riatégrale. Les int^ndes défi* 
liies constituent d'aiUenrSi cômme on lé veira dans la suttei^ 
un nouveau genre Se, fèpctîonà d<mt l'usage est fort étendu 
dans l'analyse. ' ^ > ' ' , 

Par opposition aux intégrales définies, les géomètres don- 
nent souvent le nom à*inUffruU kuUfittU k l'-expressiou 

dont la recherche a. été Tobje^ des articles précédents , qui 
satisfiut simplement de' û manière la plus géiiérale h la 




ODoditioii d'avoir f{œ) ^dx pô«r.4M6rentielie, et qui npb^ 
«epte la somme des valeurs de icette difl^tieUe. prise de» 
puis une valeur indéierminée de x jusqu'à la valeur (^id- 

coiHiUr que l'on voudra aUribiicr à celte variable dans lo 
terme F(j ;. Or, la connaissance de l'intégrale indetinie d'une 
diD'éreulielle proposée donne en gcnérftlJrflniédiatepgei^ijB!^ 
d'une inté^e définie svelative i oeite mèiiàe différoitiélie 
prfte entre des limites quelcouques. En effets sî Yen fini 
^é^x^ dans l'expression C4-F(x), ou auva ■ 

' ' * r 

pour exprimer la sommé dés valèurs de la différentidle 

f[x).dx prises depuis une tîeriiline valeur indéterminée 
de X juiiquïi la valeur t,, ; et »i Ton fait œ=œ^^ dans la 
même ejLpres^n» sans changer la- con$tan^ C, on liuç^ 

pour exprimer la somme des valeurs de cette dilTérentielle 
prise depuis la môme ^ aleur indéterminée de x jusqu'à la 
valeur x^, Ponp, la différéuce de cra deux e^M^ons^ 
'c'est^à-dUe . ^ 

^présente la somme des valeurs de la diff^iftielle dont il - 

a'agit, prise d«'puis la valeur jr„ de jusqu'à Li valeur x^. 
Ou voit par ce qui précède que i'équatiou 

è 

enUatne généralement la suivaute 



» > 
I » 



» • ■ 

■ * « • 
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e'«tsàHl|ÎBft qii« ron n la valeur d'une idliégcafe îiéMe en 

fetrandiant Tune (le l'autre Icç deux valtMii-s qun proiul rin- 
tégiah; iiKh-finie luiqu on y donne à la variable les vaUnn-s 
, correspondant»,'s aux limites inférieure supérieure jenke 
leéqMlle» rioCégnle. définie doit éU« jMTtt^^ . ' .n 

804.. R résirite de ee qui préeède ifue l'on- «btient tmi^- 
jours facilement la valeur numérique d'une intégrale délinie 

/^"^ dx»fi^}f Ibrsqp^on peut obtenic sojis fornoe finie, ott 

m wéiie e<nmigeiile ^- 1» lioaMstioD F(x), dont la difiém^ 
Mie eetd^./^). Gela n'est parUmjonrsikMsibie, et quand 
on ne- peut y parvenir, en est oblijgé de calculer la valeur 
numérique^ dont il s'agit par des méthodes d'approximation 
qui seront exposées d^ns la suite. Dans les cas même où |a 
feaiqkioti F(aO peut étrç obtenue soos forme finie» Fusagp des 
.înétbôdes d'approxiobaiion est souvent préférable à la re? 
cheîpdie'dkêctë deeeûefofictk»: * ' * 

30r>. Les notions précédentes deviendront très-sensibles aï 
À'on considère, comme on Ta déjà fait dans le n" 266^ ia va- 
riable -x oommè l'abscisse» et la fonction F(ar)« ou plùs géné- 
Ailemei^t G4-P(!iO> oominerJ'onloiHiée d'Ane êourbe. liné 

différentielle (Juelconque. • ^ 

. ci[C4-F(a:}l=A'x}.dj: 

de cette fonction représente raccroissement infiniment petit 
de lordonnéo iûr9(|u'oa passai de i'ai>sci^ x à l abscisse 
dr-]r 4aL Lajfopiine de nés aocroi^âiient» de l'ordonnée qui. 
eailk» ileprio gag» çgrtaine.vaiaq^ jf^ de g jtt8<pi'à une antre 
valeur x^^j est évkieminent é^gale à fexcès de l'ordonnée 
rép>udant à la dernière limite sur ruidouiiée répoiulaut u la 
preoiiére limite , «'.est-à-idirc à y^—U* ^'{^J — F 



^•324- 

308. Remarquons, d'iiUWs, que réqnatroéjnéoédfllite • 

dans laquelle F(x) «est .telle que l'on a à . F(j?) =^ r/j* . ^ 
s'appliqtte pas aox cas où les fonotioas /l^r) ou F(âp) devien- - 
draient infinies pour une valeur de a? oompriae entre les ii* .* 
mîtes x^^ de t'intégrate définie. En effigft,' lorsqu'db'a ex- 
posé flans le n° 255 des considérations d'oii il résulterait 
qu une intégrale quelconque représente toujours la somme 
d'un nombre infini de valeurs de la différentielle ^ on a d& ' 
excluze les cas où les fonctions^ont il a*agit preodiatent des • 
valeurs infinies. 
Lorsquon demande la valeur d'une intégrale définie 

(*x ' 

1 ^ àx, f{x) y et qu'il arriire que la fbnâkion f(x) devient in* 

J ^9 

finie pour nne certaine valeur a de st <îompnsq en^te les li- 
mites x'^ et de l'intégrale, on ne peut en général obtenir 

la valeur cherchée qu'en partageant l'intégrale en deux par- 
tit^s , dont la première finit et dont la seconde commence à la 
valeur x=^a^ c'est-à-dire en. considérant séparément les deux 
intégrales définies 



J *0 



éx*f{xy .et 



S7 



dont la somme donnera la valeur demandée. Cette somme 
aura une valeur iutinie si les deux parties ont ^Ues^m^mes des 
valeurs infinies èt de même signe, ou -si Tune .seulement dés 
deux parties est infinie. Elle aura une valeur indéterminée si, 
les deux parties ont des valeurs infiniei dé 'signes çontraires; 
Eiidnelle aurait une valeur finie déterminées! les deux par- 
ties avaient des valeurs finies. ' * ' 
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De même ^ s'il se trouvait entre les limites et deux 
valeurs o eto, , pour lesquelles /{t) devint infinie ^ on devrait 
partager de cette manière l'intégrale définie proposée, 

et déterminer à part la valfur de chaque terme. Et ainsi de 
suite si le nombre des valeurs intermédiaires qui rendent /(x) 
infinie était plus considérable. 

307. n résulte de c-e qui précède qu'il revient au même de 
changer le signe dont une intégrale définie est affectée, ou 
de renverser Tordre des limites. Ainsi 

. Jl^dx.f{x)=^ f2^dx.f{x). 

On peut d'ailleurs changer la variable x qui est sous le signe 
d'intégration définie, pounu que Ton change en même temps 
les limites de manière à leur conserver les mômes valeurs 
absolues. Si, par exemple, dans l'expression précédente , on 
veut remplacer x par une nouvelle variable/, en établissant 
entre ces deux quantités la relation quelconque x = o{t\ on 
devra remplacer dx par d . ou 9'(t)dt , et j?^ , x^^ par les 
valeurs de / qui seraient déduites respectivement des équations 

308. Nous remarquons enfin que la considération des in- 
tégrales définies peut servir à trouver le développement connu 
sous le^nom de théorème de Taylor, et conduit à une expression 
remarquable de la partie que l'on néglige en s'arrêtant à un 
nombre déterminé de termes. D'après ce qui a été dit dans 
le n* 303 on aura, quelle que soit la fonction f, pourvu que 




< 



cette tonction soit continue entre les valeurs! œ ei x h àe la 
variâble, 

f'{x) dosipiant le coefficient diHtîn iitiei ou la fonction dériVtkî 
du premier ordre de lu fonction f x). Dr, on peut rem- ' , 
placer^ dans 1 intégrale définie du second membre,, x par- 
X -|- A— 1^ en désignant par I une nouvelle variable,^ ce. qui 
changera cette intégrale^ en ayant égard à ce qui a été dit ' 
dans le numéro précédent^ en ' ' . 

en :>orte qu'un j>eut écrire • ' 

/ Gela posé^ considérons Tintégi'ale iiidt^iinie 

» », 

en lui appliquant le procédé de Tiniégration par parties^ on* 
trouveia sucoefiMYement 
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et par couséquent ' ' ^ 



Donc, en ttrenant Tintégraie entre les limites zéro et h, 

♦ 



+ 



et en substituant cette valeur dans i ciiuatiuii précédente, il 

viendra • * ' ' 

/ • ■ • 

; Si I on fait dans cette équation a:=0, puis que Ton écn?e 
â^à là place de h, elle prendra la forme ' • 

« 

Il ëst' Aisé dé H!banhattre d'ftilleurft ({ue céUe noùvâlte exf^rès* 

sion du tf rnie complémentaire de la série de Taylor com- . • 
prend celle qui a été présentée dans les n** H-i et 80. Mais 
tandift ipie celle-ci est indéterminée , et fait seulement con- 
~ lmite8 eistie lesqoeyes la valeur du 
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s'agit est contenue» l'expression bous forme d^in^gr^défipia 
détermine oomi>léteinent cette valeur. 

XXIX. U8A68 DES nnfeiAus mbruiiBs roua l'i^aidaik» hbs 
soitGun'iis vn eomm» dis auCis r bbs mtnns. 



V Aires des 



'MK Considérons unecourbp quelconque rapportée à deux 
axes rectangulain s. Proposons-nous de trouver l'aire de cette 
courbe, c'est-à-dire la valeur numérique de la surface oûm-; 
prise entre l'axe , la courbe et deux prdbnnées quelconques. 
Désignons par 

l'équation de la courbe, et par à?^ , les abscisses qui ré- 
pondent aux ordonnées par lesquelles Taire qu'il s'agit d'éva- 
luer est limitée. On a trouvé dans le n« 156 qu^sn désignant 
par II la Imction de st qui représentait la videur de Paire 

comptée d'une origint^ quelconque jusqu'à l'ordonnée cor- 
respondante à Tabscisse la difl'érentielle de cette fonction 
était exprimée par 

Or l'aire qu'il s'agit d'évaluer est évidemment la sonudedes 

valeurs en nombre infini que prend la différentielle du lors- 
qu"n[i (lonn(^ h x dans cette ditférentielle toutes ses valeurs 
comprises entre «t x^^^. Donc , conformément à ce qu'on a 
vu dans l'article précédent , cette aire est exprimée par l'inté-: 
gnJe définie 



d».y. 
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Il est entendu que dans crtte expression les limites ar« et 
x^^ sont deux nombres donnés corrc6pondant$ aux positions 
des ordoimée» qui termiiieDt l'aiie. Le Résultat ëe Topératioa 
làdiqnée ptr l'exprossbii aiidytk|iie dopt 11 s'agit est égale- 
ment un nombfe détennioë , représentant la Taleur àB cette 

aire. 

Mais ôn peut aussi imaginer que la première limite est 
seule donnée et fixe , et que la seconde limite x^ est iodéter- . 
iiiioée et. arbitrake. Alors <vi représentera simplement cette 
seconde thnile par x. Lètésnltat de lintégealion dtônie sera 
alors une fonction de x représentant l'aire qui commence à 
l'ordonnée con espondante à ral)scisse jt^, et qui se tennine à 
une autre ordonnée quelconque correspondante à Tabscisse m% 
£tt désignant cette ake par nous écrirons donc 



310. Si la courbe proposée est rapportée à des coordonnées 
polaiiei y son éqiiation sera donnée sous la torme > 

cudésignfDit Tangle compris entre le rayon vecteur dont la 
longueur est r et une ligne fixe. Uaire m est ici Tespace trian- 
gnlflire compris entré la courbe ieft deux rayons vecteurs fior- 
roiuit afcc Taxe fixe^ l'un l'angle.Mo> Vunixi^ l'angle quel- 
conque eu. Comme on a trouvé dans le n** ld9 



on aur# donc ici 



1 r 



• » 
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Soit^ par t v« mple^ Tdlipse rapportée à ses diamètres 
leetingolata» doni réqoatibn e^^ 



a 



'a et ^ désignant les demi-dîaniètreB; oA et oB (fig* "^5). Vtàn 

Qbmp sera exprimée d'après le u" 309 par • . • 



;b désignant l'abscisiie op. i^our obtenir la valeur de cette, 
intégrale déûaie, U faut considérer i'intégrâle iiiâéfin^ 

/(ij?v a* — pourrait là rendre rdîonnplle én employant 
la tranformatioii indiquée a 276. fl serait plus. &in4>le 4e k 

/» (j* X* • 

meCtrelBOw la forme | ix — , et de oonsidérevi part 

J , 

/ > j' doDt'Uf pre- 

. tnite s'intègre immédiatement d'après le n* ^1-^ 6t dont 
\di seconde slntégeendt en la'cbnsidérflnt Gename une dlfH- 

renlielle binôme, et opérant d une manière semblable à ce 
qu'où a fait n** 287. M^is ii sera plus simple eucoi'e de poser ^ 

( désignant une nouvelle variable ; ce qui iipime 

• « 

par conséquent 



♦ 



f 



— 331 



ou 



puis en preoant i'injtégiule depuis x=0 

* 

L expression de Taire demandée donc . ' . 

. . .... ' ■ • • 

Oiw^ -^ est J'aire du triangle omp, on voit, que l'aire 
dp É ip j ^ri lj i i gét aro.ain. - . Enfoi8akit âP=a, on aura 
— peur raiie apA, et par conséquentita&poiir Taire entière 

313. Soit l^p^bo^ rapportée a axes doi^^ i'équa- . 



« I 



. ' • • • 

, » • t 
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» ^ ■ 

En désiprnant par u l'aire ^A|itm {fig, 40} | op représentant 
i'abfidwe on ajura 



Pour obtenir l'intégrale indéfinie jdxsjx^ — a% on fera 
oomine ci-dessus, 

» 

j^. 



donc 



dx 0b"— a*= C + s* — + r » ^ ^ — ^* 



el «n piMiaiii l'inlégrale depub dpacrjtuqa'à x=x, il 
L'exprauioii de l'aire Aii^ doai il s'agit est floue 
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aiie devient, infinie lorsque le poiol m «'éloignant à. l'infini le 
myon om se confond avec l'asymptote. > 
313. L'éqiulicm de lliypcri^le éfnilBlèiPe rapporiée à ses 

asymptotes étant 



a* 



l'aire lepiéseniée par comprise entie lés o»ëonnég> 
lesppodaates aux atisdsses x^^ x, esl expriraéepar 

* • • • 

Si Tofr pose a=l » on a simplement « 

1 .« 



ainsi les logaiMinies népériens des nombres donnent immé* 
dialementles aires de l'hyperbole équilalèiie. Cest par celte 
raisbri que ces IdgarHlimes oii| été nommés %arâftiiMe kff^ 

perboliqtus. 

31i. L'équation de U parabole^ en comptant les ordon- 
nées du sommet , est 



f^ts^âpg ou 
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L'aire omp (/l$f/ 47 ) «fit dcmc rapiréM 

qui revient à 

« ' " 

l>'^ <Mn|^ «•i'dûOG ies - du rectangle ariiip^ etl'aire owft en. 
315. Si i'oa coBsidère la cûuj;be dont J'ordopnée est 

M rtiiiiginiit vue eonstante pontite , et plus grande qae hi* 
iittéy rexpMakm 4e l'aiie nyg» 4^) repvéseoléejifruy 
et tenninée atax abecisses.iw et aq^ représentées {>ar et x, 

sera . ^ . 



et oûnune on a l'intégrale indéfinlé Jdx.ét^ ^ , il viendra. 

' Ifl • • • 

... 

. L!aire comptée à partir de oB du oôté des x positives sera 
a'—\ 

donc ■ 9 «t l'aire comptée à partir de oB du c6té des x 
négatives sera ^T^ . Cette demièiidetpressîondonne^ en 
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* * * 

supposant pour l'aire comprise entre Taxe et ia . 

courbe prolongée à riufmi. * . 

316^ IMm la cyckude (fig* 49), les oooidoiiQées &p, mp 
d'uD- point cpieloonqn^ de la eourbe étant fepréaanlées par 
on a> ccnnine QaTa YU or 479, 

R désignant h? rayon cr du cercle générateur, et <* Tangli ■ 
mer. L'aire omp sera exprimée par . ^ * 

Mais on a 

4 

Donc . 



r 

Cette formule donnera la totalité de Taire omna , comprise 
entre la première partie de la cycloïde et 1,'axe oa, en y fai- 
, nat^csSic. La ?fllei^ de cette aire esl donc ditR', c'ést-è- 
dirà Ifrtrijdé de l'iir» du oer^généiafeur. 
*. Chi.paulf<iBarquerd*aiU6iin.qûe Paire 

4 
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f 

" > t ' 

■ 

• « 

» ' 

— 336^ 

^ donc Teepaee êqtm est égal à la partie tm$ du oerde péaé* 
rateur, et par conséquent Vespnœ.o^ênm est égal à la moitié 

du ceixile géiiérateur. 

317. On pourra toujours, au moyen de l'opération qui 
vient d'être expliquée, évaluer une aire quelconque comprise 
daÉs uki contour tracé sur on plan. Car soit Mm^ Nm, {fig, 50) 
le contour dont il s'agit', rapporté à des coordonnées rectan- 
gulaires. Désignons par jr^? l^s abscisses extrêmes oP, oQ; 
par X un abscisse quelconque op , et par y^ et les ordon- 
nées m,p et con'espondantes à cette abscisse, et appar- 
tenant respectivement i^x deux courbes idiiiiN et MmJS- qoÂ 
forment l^conltour. Ces ordonnées doiveni être données 
fonctions dé op, et il est visible d'après eé qai précède ipe 
Vaire Mm^I^iiiii est exprimée pui* l'intégrale déûuie 

SI le contour MmiNm, est discontinu > et composé de 
parties distinctes^ Ûùd les ordonnées ne soient pas expri- 
mées par une même fonction de l'abscisse x, on pourra par- 
tager l airp proposée, et Tinté^ale délinie qui en exprime la 
valeur^ en plusieurs parties correspondantes respectivement • 
aux portions du contour dont les ordonnées ont une exprès-, 
flion commune, La valeur, de chacune de cas partie se calcu- 
lera séparément. Dans les cas mêmes oh les' ordonnées du. 
contour ne sont pas données par ime ou plusieui^s expressions 
analytiques formées de Tabscissc mais où Vofi confiait 
aeulemetit les valeurs numériques des ordonnées de certains 
pointe de ce contour» il existe, comme on le verra dans.U^ . 
siiite> des méthodes au mo3fen desquelles on peut évahier 
approximativémeni Tintégrale définie par laquelle Taire est 
représentée. 
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3! 8. Pour présenter une application de la lornuile ilu 
n* 310 , nous considérerons la spirale logahUmiique dont Té- 
qoation donnée n"* â04 est 

L'aire triangulaire compiise entre la courbe et les deux rayons 
vecteurs r et r« qui forment entre eux l'angle m— ««sera 



c'est-à-dire 



e**"'»»— e»*^*»* r* — rJ 

Dans les cas particuliers où /a = 1 , et r = e"^, l'aire dont il 
• 1 

s'agit est donc le | de la diflérence des carrés construits sur 
les deux rayons vecteurs. 

319. En appliquant ici les considérations qui ont été pi^-^ 
sentées dans le d<* 309 , et se rappelant que l'on a tronvié dantf 
le nf 187 que la différentielle de Tare d'une cc^urfae ni»portée 
aux cootdonnnéés lectangulaôea y, et représentée par 

réquation 

■ « 

^it «xprimée par ' ' % 

l"* ARKÉE. * 



ponr rexpieflsion générale de la longueur de rare de< k 
courbe compris entre les points correspondants aux ab- 
scisses et X. 

3â0. De même y si la courbe est rapportée à des coordon- 
nées polaires^ et représentée par l'équation 

nomme on « trouvé dans le n*" âûO, 

pour l'expression de la difiérentielle de Tarc^ on aura 



pour l'expression générale de la loi^eur de l'arc de la 
courir compris entre les points correspondants aux va- 
leurs e\, m de Tau^le qui déteraûue la direction du ra^oa 
vecteur. ' ' 

3^1* Si l'on eMisidère, par exemple, oomnie dans le 
V 312» r4iUipse rappintée à ses diamètres rectangulaires , 
dont Téguation 

^+^=i donne y=-i/^^. ^=-.^ ^ , 



il viendra 
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pour Fexpresaioii de Tait compté dii sotmitet de la eourbe 
jasqu'aa point dont rahedsae est En introduisant Pexœn- 
Irîcîté désignée par 0 dans le n'' 197, ou faisant a'— 6*=aV, 
cette expression s'écrira 

•-/: "si^- 

m 

On ne. peut pas Fobtenir adus forme finie, mais on peut la 
développer en série convergente de diverses manières. Re- 
marquant, par exemple, 400 ^ est toujours vaâe fractbn, 
on peut poser jc = aoos.f, d'où dxs^ — asiiL- 

ï 

tKi'en déveiqipant (l^è*oos.*f)M 

i fl ^ COS. V+ 2 î . 

t.8 e« , , 1.3.5 e« « , * \ 
j-^-cos.V + ^--cos.^+etc.j, 

Ur, on a, par la seconde des foroiules écrites n*" iSH, 
.cos.*9=^8in.f .COS.'? + ^sin.ç.cos.9 -^ 
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/l 15 
éf.ùOÊ,^= g8lii.fiiC0fc«ç + ~sln.?.tt0fcV 

. 1.3.5 . . 1.3.5 . ^ 

/l 17 C 5*7 

etc.; 



et en pmant les intëgndes defmis ^ s= ^ jusqu'à «so 



J ^ d9,co6.V^^8ia.?*cos.*f + J-gSin,9.C0Sr'^+ sin.f .coe.9 
t 

1.3.5/»: \ 

.1 

. 1.3.5.7 , 1.3.5.7/- \ 

^ +5Xof 2X6:H2 - ?j • 

- etd»; 

ce qui- donne les valeurs de chaque lenne de la série pré- 
cédente. . ■ • 

Si l'on suppose x~a, et par conséquent cos.^= l ou 
tp=0> V^pressioQ précédente de s donnera pour la lon- 
gueilr du qnari du contobr de TeHipsi' : 



» 
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"-3V£5*V "6(2X6*7 ""niSSî^j 



aift. L'équaiion de Thyperbole 



-ï — xî = i donne 

et par ooniéquent 



-en lUniit a*+»*=«V, 

J a V «*— «• 

pour l*expression de l'an- compté du sômmet de ia courbe 
jusqu'au poîBt cU>ut l'abscisM est dp. Gomiue ici x est tou- 

a flsin.iprf«p • 
jours >o, nous poserons a? = , a ou ax=z^ ï— =, 

M. • 

ou, eft développant (-^-^-^-^j > 

1.3.5 1 • . \ 



S 
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f 



4^ enfin 

1.3.5 1 
2.M 8e^ 



1.3.5 1 , . * \ 
+ « vr ^ srr cos.*9+ete . j . 



Les termes de la série seront donnés par les expressions 

dr jt/'f.ros.o, }df .vii<,.'j , etc., du numéro précédent, 
en supposant la constante arbitraire C égale à zéro. 

6 

Remarquons que Téquation de Tasymplote étant y 7= - a: , 



la distance du centre de la courbe au point de TasymptoCe 

f 



dont Pabscisse est est 
cette distance : on aura 



00s. f 



.1.3 i i.8.5 i • , «V 



âi Ton suppose ^r^g» par conséquent cos.ip=0 ou 

Y oette.derniècB fbitmule donnen pour la limita vm 

laquelle tend l'exc^ de r sur à mesure que rabscisse 
X devient de plus en plus grande ^eu reipar^uant que 

1 2= — _L_ — Q lorsque « = - , 

oos.<p \ +sin.<p . . 2/ 

««r. .t/ii\' 1/1.3 iw i/i.a.r> i\« , . 1 
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s 

Ainsi, l'arc œmpris entre le sommet de la court)e et le point 
dont X «Bt l'abscisse a pour expression. 



L'ifitégrale indéfinie Jdx^ * + g ^ trouvera en po^ 
sant 

' • / 



d'éù «: 



■ 

Comme l'intégrale J^-^zj (i*^ ÏT*) 



il vient 



1 + S + ' 
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et. en praatDt rimégrale dépoie 49^0 jiuqiA ««fti?» 
on a 

OU 



3i4. Soit maintenant^ oomme dans le n* 316^ la oourbe 
dont réquatkm est 

y=i*', et donne ^^ki.af^ia.y; 

* ^ • 

♦ * 

on aura donc 



pour la longueur de Tare dont les extrémités oorraspon- 
dent aux abscisses r , et x. Pqut trouver la valeur de celte 
intégrale détinie, uous poserons. " 

^ = la.îr=t»iig^T. d'où la.dy^-Ar,dx=^^ 



1 dx 

Xâ Sill.T.O0&t.* ' 



et 



i dt 
iaj T5 8in.t.co8.V 
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• ' . * .. •»• •• 

J 8lO.T.COS.*t COS.T J 8ln»t' 

■ 

et par Tune des foraïuks du a** 295> on trouve 
DèBC 




ë 98l sans doute éiqperflu de rettarquei^ qse^serctaiig. (ki.y) 
est id rangla fônné avec Taxe des a: la tangenle menée 
à la courbe au point dont l'absciaae est 

3^0. Soit encore, comme au n" ;M(>, la cycloïde dont 
l'éqiiiUioa. a été donnée n® 179 {fig. On auca 

Ur la différentieUc dx^i + de l'arc d'une courbe 

pouvant également' s'exprimer par dy^ \ + , nous 
pouvons représenter ici par 
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le poinl dont l'ordoiuiée est y. Et comme on a 
0 vient 

Cette formule donnera la longueur de la moitié de la courlx^ 
en y faisant af=:tB. Cette moitié est donc égale à 4R« 
comme on Ta.d^à ramaHiué n' 101. Si d'aiUetm on voulait 
compter l'ordonnée f de haut en bas, à partir de la ligne nq , 

et Tare s à partir du point n dans le sens nmo, on devrait 
écrire — y à la place 4§ y et 4& — i à la pUce de œ 
qui donnerait • 

* 

i 

Nous considérerons enfin la spirale logaritiunifne 
dont réqoation, rapportée aitt coordouméee pelaim, est - 

U viendra, d'après ee qui a été dit n« 320, 

c'esUà-dire 

« 
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pour, k loQgiim da Kto ooiii|iri8 entie les points de k 
ooiirbe auxquels appartieaiient leç rayons vecteurs et r. 

Comme l aiiglf compris entre la normale et la courbe a 
pour tangente Irigonométriqne, d'après le n' 204, — la, 
l'iàDgto oompris «aUre la tangeate ^ la oouièe • pomr taa* 

gniAe irigonométrique 7-, et pour cosinus U 

est évident en effet, par la nature de la courbe dont il 
s'agit y que la différence de deux rayons vecteurs est à la 
longaeiir de rare qu'ils comprennent dans on rapport do»- 
stani exprimé par ce coBinns. 

Lm^ne FéquatioB de la spirale logarithmique est sim- 
plement r = e*^, on a * = v^(r— r,). La longueur de l'ait; 
compris entre deux points quelconques dé la courbe M la 
difféteBoe des diagonales des carrés construits sur les rayons 
fecleinn aniiarlenant à cps points. 

997. Une couifee à doid>le coiaiNue étant donnée par les 

é<}uatious 

on a trouvé dans le n*> 227, pour l'expression générale •àe 
la dilierentielle de cette courbe. 



ly^pftiries principes étaUia M eomaMneament de cet oviîeley 

on aura donc • 
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pour Texpression de la longuôur de l'arc de la courbe doûi 
tas dewL e&trémilés lépoodent 

, Soit^ par es^^mple^ l'hélice représentée par les éqÊÊr 

tions - ' ' 

qui donnent 

L'e%pmsim précédente prendra la Dorme. 

* = n ^1 +a» / *^ ifai = n V 1 + n' — Wff) , ' 

résultat qâMI est aisé dé prévoir d'après la nature de la 
coqrbe. 

' Supposons cpie Taxe d'un solide de révotntion coïn- 
cide avec Taxe des et représentons f»r ^ 

'Kéquatkw de la courbe plane <lont la révolution autour de 
cet axe décrit la surface du solide.. Désignons jwr o la 
partie dn volume du-soHde comprise entre deux pians me»- 

nés per[)6ii(iiculâirenieiit à Taxe ox (fig. 51) par lei> poiuU» 
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P, p, et qui est tlemte par la révolution de la partii' l*Mm;< 
de raire ée la courbe génénUnoe. Soit x k'abectssc o/). il 
est viable que quand x augmentera de àx représeotéc sur 
la 4gipe par M^-le volume 9 augmentera dSme quan- 
tité égaie an voinme décrit par la révointi6a de i'inm 
pmnq. Or ce volume (en supposant ax assez petite pour 
que y soit constamment croissante ou décroissante dans 
fôntervatle pq) est compris eatrp ceux des deux cylindres 
^KfuA pour hant^ commun^ pg, ,et pour rayons pm et fit. 
Donc on a 



ou bîeh 



à») ' 



et comme ces deux expressions ont pour limite commune, 
lorsque àjc devient de pbs en plus petite , icy% nous devons 
en oondure 



ou 



di; = T,y ' , dx. 



pour l'exptwinn, géo^rale de la d^SteentMIe du voltime ra« 

présenté par r. 

D après cela l'on reconnaît immédinteraent que 1 int^rale 
détîBiè . 



diNine Tiix^ràsion de- la partlif* du vokmw d^m diKi^ dr^ 
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— 350 — 

i:évolutlon qui est comprise entre deux plàns menés perpeiH 
diculai^e^lent à l'axe aux distances j;^ et de l'origioe des , 

989. 8oM pireienidel'elUpMfe de fè^^ 
éB révolution -eit Itt, et dont Vïïke perpendlottlaire à eeloM 

est 25. L c(|uation de la courbe génératrice^ en Compilant 
j; du centre^ est ^ - • * ' 



Donc 



* 



représente la partie do vobune du corps eomi^nse entre 

le plan perpcndiculfliré à Taxe qui passe par le centre et 
le plan mené à la distance x de celui-ci. Cette formule douue 
d'aiUeurà ' 



2r 

En (îiisajit x = a, on aura -^ab^ pour le volume de la 
lèaitié de TèHipsolde de téroliiUo». Le volmne enlSer de te 
corps est donc ^ab*, 

331. On calculera facilement^ d'après oe qui précède, 
le vohune de tout solide décrit par la révolutioa d'une 

figure plane quelconque autour d'un axe pris dans le plan 
(le cette figure. Le volume du solide décrit \ynr la révolu- 
tion de Vaire Mm,]Mfii, (/ig. 52) tracée dans le plan des jty 
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autour de Vaxe. des est exprimé par l'intégrale détiaie 



et représentant la plus petite valeur oP et la plus 
gitoide valeur oQ de Fabscisse x, et y^,^^ les valeurs des 
ordonnées m^p, m^p des deux lignes Mm^N, Mm^N qui ré- 
•pondoat à une abscisse quelconque x. 



f» AiNé 



4e rèvalallM. 

♦ • 



332. Considérons la surface décrite ^ une,oourbe piane 

qu^éoôque fitm dont l'équation eèt 

, • , ♦ .* ■ ' 

lorsque cette courbe tourne autour de l'axe oœ (fig. 51). 
Désignons par u l'aire de la paitie de cette âurface décrite 

. par la tévolution de la partie Mm de la courbe. Soit x 
Tabedase op. Lorscpie x augmentera de PintenraUe -inllDi-' 
ment pelît lix représenté siir la ^figure par pq, Van u 
au{>nientera de l'aire décrite par la révolution de Télément 
inn ou d«. Or, la courbe étant regardée comme coïncidant 

, avec sa tangente dans Tétenduede cet élément, llaccroisse- 
ftient de n dont H s'agit éem regardé ciimme égal à la suiv 
Dr» Wvà cône. tronqué dont pq est la hauteur et dont mp 
einq sont les rayops des deux bases. Donc . 

et en supprimant les quantités intiniment petites du seoottd 
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ordre 



Ainsi noua aurons 

poiir l'expression de l'aire de la surface de révolution qui 
est cooiprise autre deu$ plaps. menés perpendiculaire- 
inëni à l'axe aux dislanoes et de l'origine des ooor- 
doniiées. 

*)tô3. Soit encore pris pour exemple Pellipsotde de révo- 
lution considéré dans le numéro Sii). L'équulion de la courbe 
génératrice donnant 



h /-î s M. <iy 0 X 



dx 



il viendra 



«=.2r.^j^ ds^a 



pinn*. l'expresskHi de Paire de )a {nrtie de.la surboe ccujih. 
prise entre le plan perpendicnbiire à Taxe qdi passe^par le 

centre et un autre pUm mené à la distance x de ceIui'<Â. ; 
Supposons d'abord a > 6,'C'est-àHiire qu^ l'ellip^a a tourné * 

autour de son grand axe, et posons — rj— =e*; celle 
expression deviendra 
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— 353 — 



* 

on iKNivera parle munéro 311y 

* 

« = 2k ^ Q eo? vSrzpy + 1 d« . arc sta. 



arcsin. — j. 



En faittait ilmnlre' 



9 



'ponri'airo de la moitié de la surCaoe de TeU^isoîde. 

ïo|)iios(ma en Mooad lien a<b, c'est-à-dire- que. Tel- 
fipae.e tourné autour' de aon petit axe. En- désignant tmi-^ 

jovnparel'excentricitéy on* posern dodc ^--j^ — s=c*, et il 



6« 



Ira 



f 

* 

qui peut s'écrire 
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On trouvera d*aillean, oaoïme dans le msaém 3li> IIMé- 
giale indéfinie 

et en prenant l'intégialc de j: — 0 à x=^x, 



Donc 




■ • 

En faisant ^=^a, il viendra 
ou 

«[6«+ç.i(i+<.)2. : 

ê 

pour raire dé la moitié de la Hurface de Tellipsoîde. 

■ 
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934. On |MM calculer^ d'après ce (jiii précède; l'iiirè 
de la sdrllMte d'tm solide de réTdItHIbn décHf par Une coxélk^ 
pline quelconque tournant autour d'un axe tracé dans le 
plan de cette courbe. En consemnt ici les dénominations 
du numéro 331 , Taire de la surface décrite par la révolution 
de lii eburbe Mmji^n^ (/Igr. 52) adUnir de rase Im;^ MM 
évideouiieiil re|ir^tée par l'îfitégrale défi^ 

♦ 

* 

335. SoU un aoKde dont la smUMe rapportée aui coor- - 
domdées lectangulairet 9, jffx, eBt leprtenlée par l'équa- 
lioa 

* • 

oi>' présentera de la adttlière la* plus générale la questknt 

de I t'valuation du volume de ce solide si^ ayant tracé sur 
le plan des xy {J'uj. 52) un contour quelconque Mm,Nm, , 
oil demande le volume compris entre le plan des ocy, la sur- 

' flMse du eorps/ et le eyikidre dont le contour Miil|Nm« est Ui 
Wse et ^ni les aréies sont p&rallèlea.à' Taxé des «. Non» 
reprtbenterons par et les abscisses extrêmes oP e! 
oQ de la lipie MmjNm^; par y, et y, l« s ordonnées m^p 
et wijP, qui répondent a l'abscisse op représentée par jr, et 
qoi appartiennent respectivement ailx liranckes Mm^N et 
de cette ligne, tes 'quantités et y. seront des fdtio- 

. ttoni^donnéesdèrabadssesr. ' . ' . 

Cela posé y considérons la partie du volume demandé dont 

9 

€ ■ 
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ia base $ur le pUu des xy est Mm,m,^ et désignons par v 
sa valeur^ qui senrune foncUon Lorsque Tat^wisse op, 
ou X, augmentâML de la quBatité infipîment petite dx repié^ 
MDtée sur Ift figure par le volume v au^^mientera d'une 

partie également infiniment petite, dont lu lias<^ sur le plan 
des œy est m^n^n^m^. iKjnc cette partie représente la dilïé- 
reatieUe dv, £i il résulte des uotions jj^réseiHees au cotn* 



et que le volume entier dont le contour Mm^Nm, est la base 
est exprin^ par 



11 s'agit niaint<»nant d'expriinin* analytiquement cette dif- 
férentielle dv, c'est-à-dii'e la partie intiniiiieut petite du vo- 
' lume demandé^ dont la base est m^ifi^m^ , partie qvi D'est 
autre diose que la lianphe de oe votuoie comprise oDtre 
deux plans menés païaHàleniènt au plan des yz, aux dis- 
tances X et r + rfj? de ce plan. Considérons un point quel- 
conque m pris sur la lifj^e m^m, : soit y l'ordonnée mp 
de ce point iz:=f(Xjy) représentem Tordonnéc de la sur- 
fiioe p^ laqâeUe le eorps est terminé^ qui fépQDd aii^ 
point m. D'ailleurs, considérons la partie m|«|Vfli de. ia 
tranche qu'il s'agit d'évaluer, partie qui est évidcminent 
une loiictiuu de l'ordonnée wp, ou y. 11 est visible que 
quand y croîtra de la quantité intiniment petite dy repré- 
sentée sur la figure par m(Ay la pailie m,n,vm de la U'andie 
dqint il a'agH croîtra d'une portion de volume in^niment ' 



RMneemen^ 4e cet article que l'on a 
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pelHe da second ontM) dont la base eet.le reqlangle M^iipu 
Mais le vdhiine dont s'agit est éfvidemment compris entre 

deux prismes rectangulaires dont la base commune est 
mén\L, dont Tun a pour liaut«'ur la plus |>otit<' des ordon- 
nées qui répondent aux quatre points m, v^n^ |i, et i'jautre 
a, pour hauteur la phis grande de ces oidonnées. Ët comme 
ces deux hauteurs ne diflèrent de Fordonnée ^ du* poûH m 
que d'une quantité inflnimeat petite, on doit les re^^arder 
(oiiime cjj'ales à z, par conséquent prendre le produit 
dx.dy.z pour Texpression de raccroissement qtie subit 
ia poriioade la tranche dont la base est m^n{*mf lorsque y 
augmente de dy. Nous regartoona. donc celte Iraneha 
çomnœ la somma d'un nombre infini de diffémUelles ovf 
primées par dx.dy.z, expression dans laquelle dx est im 
facteur constant et connnun. Il en résultera que ^i l'on 
prend l'intégrale dxjd^^.z entre deux limites coçrespoi^ 
dantes aux pbints rni^m^ > c'est-à-dire depuis y=yi jufr- * 
qu'à y=^irà, <m aura un lésottat qui ne différera du vo- 
lume de la tranche cherchée que d'une quantité infiniment 
petite du second ordre, qui doit être négligée par raj^poil 
à ce volume, qui est infiniment petit du premier ordre. 
Noms écriroi||ktj4(^ 



et en substituant cette valeur dans l'expression précédente 
de v^.ii viendra 



()our Texpi'cssion générale de la partie du volume demandé 
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conipiise entre des plans menés pai'allèlement au plan des 
j(z, aux distances et x de l'origine des coordonnées. On 
aura, d\ipr<'*s cela. 



J ^0 J Vl 



dy.z . 



pour Texpress^n de totalité de ce volume. 

Ces formules sont appelées intégrales définies doubla 
parce qu'elles se rapportent aux deux variables x , y. On en 
déterminera toujours la valeur au moyen des procédés ex- 
posés dans les articles précA^dents. En effet, après avoir 
substitué pour z la valeur f(x , j/), on prendra par rapport 
^ if Fintégrale indéfinie fdy.f[Xj y), en regai-dant x comme 
une constante. Cette intégrale devant être prise entre les 
limites, y,, y,, qui représentent des fonctions données de x, 
le résultat de l'opération sera une fonction de x seule. 
Soit *^{x) cette fonction : il ne restera plus qu'à prendre 

/X y ' ' ' 

dx.'P{x). • • 

^0 



Remarquons d'ailleurs que Ton ne change rien à la va- 
leur d'une intégrale définie double en intervertissant l'ordre 
des intégrations successives qui ont lieu par rapport à cha- 
cune des variables. On a toujoiu^ 

* • 

en désignant par x^ H x^ les valeurs de x en y , tirées de 
réquation* de la courbe MN , appartenant respectivement 
aux deux parties de cette courbe qui limitent l'intégrale . 
dans le sens des x, et par y^ et y^^ les valeurs extrêmes de 
lordonnéf y appartenant à la môme courbe. Il est visible, 
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en eflfet, que l'une ou l'autre de ces expressions donne éga- 
lement la valeur du volume cherché. Mais il ne faut pas 
perdre de vue que Tusage des eijirâfisio&s dont il s'agit 
gQfiliûfê m cpénArtf qall n'y ait aucmid de$ yfkfm de l'or» 
é^ée M qm soft infinie dens tes lkttites.de Fintégnle. B'fl 
en était antrônent, on ne pourrait en o)>tenir la valeur 
qu'en la décomposant en parties distinctes, séparées par 
les. ordonnées dont il s'agit. Si les valeurs de ces pait^ sont* 
eiprimées par des nombres infinis et dé signes contraires, le 
mlèor de leof >8Qmne> et par opnaéqaiaDi.célledai'intéirds 
proposée, est indétermiq^. r ' . * 

338. Admettons maintenant que la surface du solide soit 
rapportée à des coordonnées polaires. Nous regarderons la 
position d'un point queicoinqae m {fig, S»d) de cette surface/ 
ooininie étant donnée : I* par la. lûi^E(iieur r du rayon veo- 
téor om dirigé sur ce point de l'origine o des coordonnées ; 
2" par l'angle que la projectiuii om' de ce rayon vecteur 
sur le plan des xy forme avec l'axe des x; 3** par l'angle ^ 
que le même rayoki vecteur om forme avec cette projection. 
Enfin noQs supposerons que la surface du solide est donnée 
piirréqu^ \ 

On rôsoudni d'tflleavs la question dont fl^s^t d'une ma- 
nière aussi générale qu'il est nécessaire, si l'on dettîrinine le 
volume compris dans un cone ayant pour sommet l'origine 
ou pôle 0 , et pour base une portion quelconque donnée de 
la surface du solide. Le contour de cette base doit être dé- 
terminé, eft il le sera si Ton conçoit qu'à une yalenr arbi- 
traire attribuée à Fangle f , répondent deux valeurs «V, et 4*, 
de l'angle qui appaitiennent respectivement aux deux 



points du contour situés sur la brancbp inférieure et sur la 
branche supérieure. 

Cela posé, soit un point quelconque m de la surface du 
j solide, déterminé par les coordonnées ^ ei r. Supposons 
que «p augmente de rf^, représentée sur la ti^ure par Tangle 
m'ojx'; et que ^ augmente de représentée sur la figure 
par l'angle mov. Considérons la pyramide dont le sommet 
est le p<Me o, et qui a pour base le rectangle mtinv dont le 
plan est perpendiculaire m rayon om. Gomme le côté ifi(i 
de cette base est égal à su projection mV' sur le plan des scy, 
et comme Ojx' est égal à r cos. , û s'ensuit que ce côté 
tnif.=^r COS. ^ .d^. Le côté mv est égal à r.d^'. Donc le vo-> 
lume de cette pyramide est • ^ • 

• . . *rcos,}.rf9.rdtî».r, 

• . • • • • . . 

• • • • 

* • • 

^d?.c/+.cos.|.r'; 

et il est évident qu'il ne diffère que d'un infmiment petit du - 
troisième ordre, du volume compris entre les faces laté- 
rales de la même pyramide et la surface du corps. 
Donc premièrement, si l'on prend l'intégrale 

on aura le volume de la tranche du solide comprise entre les 
deux plans passant par l'axe des -2, dont les traces sur le 
plan des oxy sont m et 



£t en 8eooii4.iieM> si Pou prend riatégisb 



on anm le vohinie àé la ptrtié da solide eomprtee entro 
les plans passant par Fax* des x , qui fonnent avec le plan 

des xz les angles «j, et 7. Par conséquent^ si et 7,., sont 
la plus petite et la plus grande valeur de Tangle o qui appar- 
iieonent à la^iMs^ d« c6ne, son volun^B «ntier sera repfé-. 
SQUté par • 



Ifi: ''R 



Les valeurs de oés int^gnileidoidilas s'obttandrtMit évidem- 
ment de la manière qui a été expliquée à la fin du niiiiiéro 

337. Si le pôle était plaoé daps l'intérieur du corps , et 
' qa'on voulût .exprimer la valeur du volume entier de ee 

corps, on y parvieodraii en pi:eivint — 2! 5 pour les 

limites des valeurs de l'angle <}, et 0 et 2?: pour celles de 
l'an^ f . Ainçi ce volume est représenté pai* Texpressiou 

• • • 

338. Pour donner une application de ces formules géné> 

raies, soit un ellipsoïde rapporté à ses diamètres rectangu- 
laires, dont réquation est 
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a, b, c désignant les ivois demi -diamètres qui coïncident 
ave€ les axes des des y et des 2. La sof tion de la sur- 
face du corps par k plaa des ^ a pour équaUoo 
», ' * • • 

et' oette valeur forme la limite dù eorpa dans le sens des y. 
Les limites du eorps dans' le sens des x sont données- par 

les abscisses x=s — a et x = a. Donc le volume de la moi- 
tié de l'ellipsoïde située au-dossu^ plan des xy est ex- 
primé par l'intégrale double 



on si l'on vent^ 



c 



Or j on a en premier lieu , 
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pttîaqiie le pfemtor membre représente évidemment Paire 

i ■ ' ■ 

/b-(a- 

iFtm ceide dont le rayon est W ^ — -, H reste donc 
à piefidre rintégrjile 

dont la valeor est ; oe qm donne ■ pour le vo- 

lume entier de Tellipsoïde. 
339. Cette formule donne ^ confonnément aux résultats 

démontrés par la géométrie, -^—^ pour le volume de la 

•M 

sj^ère dont a désigne Je rayon. On obtient le ^uènie résultat 
d'^ne manière très-simple par la forn^ule du numéro ^347. 
pn effet, Téquatio^^e la^Çi^ la spb^ 4f§nt r^f» 
çe^ formule devient ici ■ . . 



U' reste à. prendre l'intégrale "^J ^ 

est . • 
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340. L'évaliiation générale de Tinre d'une siirfece, dont 



nous supposons les points rniiportés à des axes rectangu- 
laires, dépend de considérations analogues à celles qui ont 
été présentées dans le numéro 335. Toute question de ee 
genre 9 qui pourrait être pioposée , se ramènera toujours 
à détenniner b valeur de la partie de Taire d'une surface 
dont Icquation est 

y)» , 

qui. est comprise- dans xm oontofir dont la projection sur |e 
plan des xy est une ligne quelconque donnée Mm^Nm, 
(fiff. Conservons les dénominations du n''335, et dé- 
signons pai' V la valeur de la pairtiedc l'aire dont il s'agit, 
qui se projette sur le plan des sby en.Mm,Nm^, e^ qui est 
une fonction déterminée de Talncissa op' ou ax L'ioter^ 
valle pq représentant dx , la partie de l'aire de la surface 
proposée qui se projette sur le plan des xy en m^n^n^m^ 
représentera dv. On aura . 



pour Teiproaskm de la totalité de Taice demandée^ qui se 
projette en Bliii,Niii^ Mais l'aire projetée en m|fij«,iiiy est 
la sonune d'on nombre infini .d'éléments.différentiels , tels 




pour Texpressiou ûév , cft 
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que celui qui se projette sur le recUingle imnyi, dont le. 
côté mv est égal à rfx, et ie côté ot^ii est égal à dy. Ou 
aura d'aiUeurs rexpressioii de TélémeDi différeiitiei dont il 
s'agit en remarquant d'une part, que la surface proposée 
doit être regardée comme, eaincidant dans l'étendue oorres- 
pondante à cet élément avec son plan tangent mené au 
point dont m est la projection ; et d'autre part , que l'aire 
d'une figure quelconque tracée sm un prèmier plan, est 
égale à raise de la projection dé cette même figure sur un 
second plan divisée par le oosimis de fangle compris entre 
les deux plans. Or, le ccTsimis de l'angle que le plan tan- 
gent à la surface proposée forme avec le plan des xy étant , , 
d'après le n° ài7, , • . . 

on a évidemment 

pour l'expression de l'élément ditféreutiel de l'aire de la 
surface qui se projette âur le rectangle mvn(x. Il en ivsulU* 
qu'en omettant une quantité infiniment petite du second 
ordre, on aura . - 

y, et représentant les ordonnées m,/j et m,p qui sont 
données en fonet^>n de â?; et par conséquent. 
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pour l'expression de la portion de Taire demandée (|ui se 
projette en Mm,m,, puis 

pour l'expression de la totalité de cette aire. 

34i. Nous appliquerons cette formule générale à la re- 
cherche de l'aire de la surface sphérique^ dont Téquation 
est , 

'* + + = a* ou r =^a* — a?* — y*, 

l'origine des coordonnées étant placée au centre , et « re- 
présentant le rayon. Cette équation donnant 

dz d y 

dx~ yja* — x* — y** ^î/~ )/a* — x^ — y*' 

et la limite de la surface dans le sens des y étant représentée 
par Téquation 

qui appartient à l'intersection de cette surface et du plan 
des xy; la formule du numéro précédent donnera 

' ou ' 



